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Generel Regression

¢ Y.=1(X,) +¢, t=1,...,n

e fer en UKENDT funktion, der beskriver
relationen mellem den uathangige
variabel X, og den afhaengige variabel Y.

e Vivil gerne afdaekke hvorledes X og Y er
relateret (dvs. undersoge egenskaber ved
f), gennem analyser af parrede

observationer (X,,Y)..,



Line2er Regression

 Antagatfe C~(R)
e Saer

fx)=>ax,
n=0

hvor a, = £ (0)/n!.
e Dermed er

f(x)=a,+ax+0(x),

hvor o(x)=xe(x).



Lineaer Regression — funktioner af
flere variable

e 1.ordens Taylor-udvikling: I modeltermer erstattes f i

Yi= f(Xl) +Ei, i=1,...,Il
Med

[0 =10+ X 0% +o(IXI) = 3, + X, +0( xI)

hvor restleddet saettes til nul, og hvor a,, a; er ukendte,
dvs. den multiple regressionsmodel

Y= o+B, X, ¢ +.oot B Xy + &, t=1,...,0.



Lineaer Regression —funktioner af

flere variable
e 2. ordens Taylor-udvikling:

F00= 10+ XSO+ (0, +o(IxIF)

e I modeltermer erstattes
Y= 1(X,) +¢, t=1,...,n
Med

Yo=a+) BXi +> B X X +e.t=1..,n
i i



Lineaer Regression —funktioner af
flere variable

» 2, ordens Taylor-udvikling:
2

(= 1O+ T 2-Ox 55 2

] I J

(0)x;x; +o( x|I)
e I modeltermer erstattes

Y= (X)) +¢, t=1,....,n
Med

Y, :a+ZﬁiXit+Zﬂi X X e t=1..,n

Lineger regressmnsmodel med 1 ordens interaktioner (og kvadratiske
effekter; udelades ofte).



Polynomiel regression af hgjere orden

e Princip:

 Ynojagtigheden O(|| X[|") mindskes til en pris
af introduktion af flere forklarende variable;

« Nir yngjagtigheden o(|| x||") er af en
starrelsesorden sa den kan inkorporeres i

residualvariansen g, er modellen tilstraekkelig
1 modelleringsforstand.




Polynomiel regression af hgjere orden

e Princip:
 Yngjagtigheden O(| XII") mindskes til en pris
af introduktion af flere forklarende variable;

» Nar yngjagtigheden o(|| X||") er af en
starrelsesorden sa den kan inkorporeres i

residualvariansen g, er modellen tilstraekkelig
1 modelleringsforstand.

e Det kan 1 praksis krave mange led:

* Eksempel ¢y _ oxn(=x)




Skalering

Hgjere ordens regression gnsker vi ikke; meget
vanskeligt at fortolke og kommunikere.

Lasningen er data-transformation.

Vi anstrenger os en del for at finde skalaer, hvor
sammenhangen kan beskrives med en Taylor-
approksimation af lav orden;

“sammenhangen er approksimativt lineaer”
log-transformation,

Box-Cox transformation,
kvadratrods-tranformation, etc.



Agenda

Vi vil gerne erstatte ukendte funktioner med andre ukendte, som
dog har en kendt struktur; polynomier.

Formalet er selvfolgelig, som al modellering, at forenkle
virkeligheden sa man kan regne pa den uden at bega for grove fejl.

Men samtidigt skal vi ogsa gerne kunne se og kommunikere
logikken i vores approksimation, sa den ma ikke vare for
kompliceret.

Subjektiv konklusion:

Vi ber approksimere med en Taylor-udvikling der er af 1. eller 2.
orden, nogen gange 3. orden og aldrig over 4. Data skal skaleres, sa
dette kan lade sig gore.




Ortogonalisering

Modellen
Yo=a+) BXi +D B X X +e.t=1..,n
_ =

Er af formen
Yt:a+Z,BiXi,t+gt,t:1 ..... n,

hvor vi blot lader X;X; optraede som en
selvstaendig kovariat. Dette ggr den lineaere
regressionsmodel meget generel.



Ortogonalisering Il

I modellen
Y, = a+Z,B,X,t+gt—l ..... n,

Som vi skriver.
Y, =X, +¢&,t=1,....n
pa sedvanlig vis, benytter vi ML/LS/PE-estimatoren
B=(ATA)TATY,

hvor A er matricen A = (Xl el X k? bestdende af
sgjlerne med vaerdierne for de enkelte kovariater.

12



Ortogonalisering Il

Med normalfordelte stgjled er # normalfordelt;

Ve N

B~ N(B,c°(A"A)7).

Men nu er
COIXE <X X, > e <X X, >)
ATA < X, X, > ' :
(< Xy Xy > e IXUE

hvorfor 4 uafh. af 5, hviss <X, X;>=o0.



Ortogonalisering lli

Modellen
Y, =B X, +e,t=1...n

udtrykker jo blot at Y pa neer stoj er en
linear-kombination af sgjlerne 1 matricen
A.

MAQOQ: Finder vi en anden made at
udtrykke linearkombinationer af sgjlerne i
A, &ndrer vi ikke modellen.



Ortogonalisering IV

o Onsker vi stokastisk uathangige estimater,
kan vi derfor lave en ny design matrix B,
saledes at sgjlerne 1 B er ortogonale, og
saledes at sgjlerne 1 B og A udspaender det
samme rum.



Ortogonalisering V

* Dette gores rekursivt:

B, =A;
i—1<Ai,Bj >

B, = A - B
| 2 IB;I"

j=1

16



Ortogonalisering Vi

 Eksempel:

17



Ortogonalisering VII

I modellen

- 2 2 SF)Dx X2 o

Yt =70 +7/1(Xt _X)+7/2(Xt —X - SSD;( (Xt _X))‘l'gt’

=1...,n

er estimaterne derfor stokastisk uathaengige.

Tilbageregning:

Dy =7

SPD_,
b=ri—7, SSD. ’

_ SPD ,_ —

_ X+ X, X X_XZ
Bo =70 = 11X+ 7,( SSD. ) )




Ortogonalisering VIli

e Hvilke fordele ser 1??

19



Regression pa andet end polynomier

e Grunden til at vi kan bruge polynomier er
at polynomierne udger en basis for C=(R),
udstyret med topologien for uniform
konvergens pa kompakte mangder;

 Men man kan forestille sig situationer,
hvor det er mere naturligt at forlange, at f
tilhorer en anden klasse end C*(R), og
hvor man derfor skal kigge pa andre baser.



Regression pa andet end polynomier

Eksempel:

Periodiske funktioner (de-trendede saeson-
data).

Her udger funktionerne
h (x) = sin(2"% x)

),

hvor o er perioden, en basis for en passende gruppe af funktioner;
man kan derfor modellere a la

Yo=a+) B sin(2 7 x ) e t=1...n,
: @

hvor disse sinusfunktioner kan ortogonaliseres ligesom tidligere.

21



Regression hvor den afhaengige
variabel er stokastisk

e En forudsaetning for at estimaterne 1

modellen
Y, =B X, +e,t=1...n

» er uafhaengige, er at design-matricen er en
diagonal-matrix.

 Men en anden, implicit, forudsatning er,
at X, er deterministisk. Hvis X, er
stokastisk, er sagen generelt en anden.

22



Regression hvor den afhaengige

variabel er stokastisk Il

e Antag at bade X og Y er stokastiske variable, med
en kausal relation imellem sig givet ved at

Y. =B8"X, +¢,t=1...,n
 Her hvis gaelder f.eks. at X, ~ N(u,0°), er f.eks
E(X%)=u’+07,

og dermed er det ikke oplagt at seedvanlige poly-
nomier er den fornuftigste vej at ga, hvis man
f.eks. interesserer sig for hvad effekten af X er i

termer af potenser af .

23



Regression hvor den afhaengige
variabel er stokastisk Ili

e Samtidig kan man interessere sig for en
helt anden form for ortogonalitet; nemlig
om de uafthangige variable som man
regresserer pa, er uathaengige, eller i det
mindste ukorrelerede.

e Dette er en ganske anden ortogonalitet
end geometrisk ortogonalitet af 1 obser-
vationer, altsa ortogonalitet 1 R™

24



Regression hvor den afhaengige

variabel er stokastisk IV

Hvis X er normeret normalfordelt, er 2
funktioner f og g af X ukorrelerede, hvis

T f(x)g(x)e™ 2dx =0

—00

Definerer vi det indre produkt

def *

<f,g> = j f(x)g(x)e™"%dx,

er dette kriterium praecis ortogonalitet 1 L2-
forstand.

25



Regression hvor den afhaengige
variabel er stokastisk V

En folger af funktioner der opfylder dette,
er Hermite polynomierne He,, givet ved

He,(x) =1,

He, (X) = X;
He,(x) = x* -1,
He,(x) = x* - 3x;

He, (X) = xHe, ,(x) (-1 He, ,(x).

26



Egenskaber ved Hermite-
polynomierne |

Hermite-polynomierne udgoer en basis
for vektorrummet

{f :R>R:E( f(X)F)<oo, X ~ N0}

Dermed kan de fleste funktioner
approksimeres med summer af Hermite
polynomier.

27



Egenskaber ved Hermite-
polynomierne I

def ®©

<He ,He > = jHe (x)He, (x)e™* "2dx =0
hvis n#m, saledes at He,(X) og He,(X) er
ukorrelerede, hvis X er normeret normal-fordelt.

Hvis X ~ N (g, 1d) er E(He, (x)) = u"
Defineres Hel”!(x) = c™?He (x/ ), er He[“ (X) og

Hel*)(X) ortogonale/ukorrelerede for n # m, hvis
X er normalfordelt (0,62).

28



Egenskaber ved Hermite-
polynomierne llI

e Hermite-polynomier er altsa skradder-
syede til situationen, hvor man modellerer
dynamiske systemer uden feed-back
mellem uathaengige og athaengige variable.

e Hermite polynomier har orden n, sa
Hermite polynomier op til orden n
modellerer pracis ogsa Taylorudvikling op
til orden n (i 1 dimension).



Hermite-polynomier

« Hvad er jeres erfaringer?
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Tak for opmaerksomheden

L @) El 2 {e) @l by Gary P. Cox

I'm geing to conduct
a depression.

Thi Com-flox O W1 1 iSixSigme LLE and Garg B Cas

I think
you mean
"regression.”

I LT DO T L (- D

Will you use a linear,
non-linear, '
multi-linear,
binary,
logistic or
anather
equation?

I knew I was right
the first time.

Send comments and stories 1o fnx-E&xw-Sl:Slgma.mm
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