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FORORD

Denne bog benyttes ved undervisningen i Plasmafysik I (Fusionsfysik) ved
Danmarks Tekniske Hgjskole. Formélet med dette kursus er at give de stude-
rende kendskab til den fysik, som danner grundlaget for den fredelige udnyt-
telse af fusionsenergien, herunder - p3 elementert niveau - at give en forstéel-
se af et plasmas fysiske egenskaber. Noterne behandler kun det grundleggen-
de stof om termonuklear fusion og fusionsrelevant plasmafysik, som er abso-
lut ngdvendigt for en forstielse af fusionsforskningens problemer. Den nyeste
udvikling inden for fusionsforskningen og dermed den aktuelle situation
behandles ogs& i dette kursus, men den meddeles gennem lesning af tids-
skriftsartikler og supplerende noter, som lgbende revideres &r for ir.

P43 grund af den stzrkt begrensede tid, der er til ridighed i et enkelt
kursus, og pd grund af fusionsforskningens mangesidethed er det ngdvendigt
at holde gennemgangen af de enkelte problemer pd et relativt elementart
niveau og at udelade en detaljeret gennemgang af mange af de fysiske proble-
mer. De steder, hvor det har veret ngdvendigt at benytte formler uden udled-
ning, er der henvist til andre lzrebgger, hvori detaljerede udledninger kan
findes.

Skgnt plasmafysik er en forholdsvis ny gren inden for fysikken, baserer
den sig n=sten alene pd klassiske discipliner som mekanisk fysik, elektro-
magnetisk feltteori (Maxwell-ligningerne) og kinetisk gasteori. Disse discipli-
ner er forudsztninger for faget. Erfaringen fra flere &rs undervisning har
imidlertid vist, at netop de omrider af de klassiske discipliner, som danner
grundlaget for plasmafysikken, trenger til genopfriskning. I en rekke appen-
diks til disse noter gives korte resuméer af udvalgte omrider fra de klassiske
discipliner.

Som grundregel er der i disse noter benyttet MKSA-enheder (SI-systemet).
For at klarggre brugen af enheder er der i noterne skelnet mellem to typer
formler:

a) Egentlige fysiske love som Maxwell-ligningerne, Newton’s anden lov, etc.
I disse formler er resultatets enhed en fglge af de indgdende stgrrelsers- og
naturkonstanters enheder. Det er klart, at nir alle stgrrelser indsattes i
MKSA-enheder, vil resultatet ogsd komme ud i MKSA-enheder.

b) Skaleringslove som for eksempel eksperimentelt bestemte relationer for
effektproduktionen i et fusionsplasma eller teoretiske relationer, der er
gjort mere bekvemme i brug. I disse formler, der afhenger af hvilke
enheder, der benyttes, fglger enheder af resultatet ikke af de indgdende
stgrrelsers enheder, men angives eksplicit. Der er i disse noter konsekvent
sat firkantet parentes omkring de stgrrelser i skaleringslovene, for hvilke
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der skal indsattes talverdier. Direkte efter formlerne er det angivet i
hvilken enhed, resultatet kommer ud, og i hvilke enheder stgrrelserne skal
indsettes.

Denne bog er udarbejdet gennem en periode pd ca. fem &r op til 1989.
Forelgbige udkast til de forskellige kapitler har veret brugt ved undervisnin-
gen i denne periode. Jeg takker de studerende, der har bidraget til at forbedre
bogens leselighed ved at pipege fejl, ungjagtigheder og svage formuleringer i
de fgrste udkast. Stud. polyt. Henrik Bindslev har gennemarbejdet de fgrste
fire kapitler kritisk og fremsat flere forslag til forbedringer, og han har varet
ansvarlig for en del redaktionelt arbejde. Stud. polyt. Frank Fahrendorf har
leest korrektur pd hele bogen og udarbejdet de to sidste appendiks. Jeg gnsker
at takke dem begge for en indsats, der har forgget noternes leselighed vaesent-
ligt. Der skal ogsé rettes en tak til personalet pd Risgs skrive- og tegnestue for
deres dygtighed og tdlmodighed under udarbejdelsen af manuskriptet til den-
ne bog.

Disse noter er udarbejdet med stgtte fra Fusionsassocieringen Forsknings-
center Risg-Euratom.

Plasmafysiksektionen
Fysikafdelingen
Forskningscenter Risg

og

Afdelingen for Elektrofysik
Danmarks Tekniske Hgjskole.
Sommeren 1989.

Vagn O. Jensen

Denne udgave af FUSIONSPLASMAFYSIK er et fotografisk genoptryk af den forste
udgave fra 1989. Kun nogle fa trykfejl er rettet.

Risg, August 1997.

Vagn O. Jensen.
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1. FUSIONSENERGI

1.1. Energisituationen. Ressourcer og Efterspgrgsel

Det globale forbrug af energi belgber sig i slutningen af 1980-erne til ca. 0,3 Q
pr. ir. Energienheden 1 Q = 1018 BTU (British Thermal Unit) = 1,054-1021
J. Den altovervejende del (mere end 90%) af denne energi produceres ved
afbrending af de fossile brendstoffer kul, olie og naturgas. Kun ca. 2% kom-
mer fra fission af U235 i de nu arbejdende kernekraftvaerker. Af de sdkaldte
alternative eller vedvarende energikilder er det kun vandkraften, der har
betydning, den tegner sig for ca. 6%. Det samlede bidrag fra solenergi, vind-
kraft, bglgeenergi, jordvarme osv. er forsvindende (< 1%).

I de sidste 25 &r er det globale energiforbrug i snit steget med godt 4% pr.
ar. Dermed har de ca. 30% af jordens befolkning, der bor i industrialiserede
omréder, opndet en hgj levestandard som vores. De 70% af jordens befolk-
ning, der lever i ulandene, tegner sig for kun ca. 16% af det samlede energifor-
brug. '

Ved planlegning af fremtidens energiproduktion er der 3 hovedhensyn at
tage:

1) energien skal kunne produceres inden for gkonomisk acceptable rammer.

2) energiproduktionens uheldige virkninger pd miljget skal kunne accepte-
res.

3) forsyningssikkerheden for leverancer af rprodukter til energiproduktio-
nen ma vere tilstrekkelig.

De lettilgengelige forekomster af kul, olie og naturgas, som vi i gjeblikket
baserer hovedparten af energiproduktionen p3, er begrensede til ca. 15-30 Q.
Ved u@ndret forbrug kan de altsd dekke behovet i 50 til 100 4r. Hvis forbru-
get fortsztter med at stige som nu, f.eks. for at u-landenes stadigt voksende
befolkninger kan komme op p3 en hgjere levestandard, si vil de lettilgengeli-
ge forekomster vare opbrugt om nogle f§ drtier. En anden uheldig egenskab
ved disse forekomster er, at de findes pé relativt f8 lokaliteter, hvoraf mange
ligger i politisk ustabile omrider. Forsyningssikkerheden er altsd lille.

Hvis man pé lengere sigt, dvs. nir de lettilgengelige forekomster er op-
brugte, vil forts@tte med at basere energiproduktionen pi fossile brendstof-
fer, m3 man ty til de svarttilgengelige forekomster. Der findes flere hund-
rede Q i sverttilgengelige kulforekomster, og i amerikanske tjzresand- og
skifferolieforekomster er der tilsvarende store energireserver. Det er imidler-

Globalt energiforbrug

Begrensede
energireserver
Forurening



tid sd svert at udvinde brendstofferne fra disse forekomster, at en vasentlig
stigning i energiprisen vil blive uundgelig.

En méiske meget mere ubehagelig fglge af fortsat at afbreende fossile brend-
stoffer 1 store mangder er den deraf fglgende forurening af atmosferen med
CO,. Allerede nu er CO,-koncentrationen vasentligt over det naturlige ni-
veau. Det er uklart, hvilke konsekvenser en yderligere forggelse vil have for
det globale klima. Man kan frygte, at drivhuseffekten vil f8 gennemsnitstem-
peraturen til at stige s meget, at der sker en vasentlig @ndring i livsbetingel-
serne pd hele kloden. .

De konventionelle atomkraftverker, hvis energiproduktion stammer fra
spaltning af U235-atomer, vil kun kunne give et beskedent bidrag til den
globale energiproduktion pd langt sigt. De forekomster af uran, som det kan
betale sig at udvinde med henblik pd fission af dets indhold af U235-isotopen,
svarer kun til nogle f8 Q. Diskussionen om, hvorvidt de sikkerhedsmessige
problemer ved atomkraftveerker er lgst pd acceptabel méde, foregdr stadig.
Den synes nu mest at koncentrere sig om slutdeponeringen af det hgjaktive
affald, men Tjernobyl-katastrofen i foriret 1986 har aktualiseret den generelle
sikkerhedsdiskussion.

Mange mener, at de alternative energikilder vil kunne dekke en stor del af
vort energibehov pd langt sigt og med lille skadevirkning pd miljget. For
vandkraftens vedkommende er ingen vasentlig udvidelse af energiproduktio-
nen mulig, da nasten alle eksisterende vandfald udnyttes allerede. Solenergi,
vindkraft, bglgeenergi og jordvarme repraesenterer meget store vedvarende
energikilder. F.eks. er den energistrgm, der fra solen rammer jorden, pd ca.
5600 Q pr. &r (1,3 kW/m2). Problemet med disse kilder er, at energitetheden i
dem alle er lille. Der skal meget store og dyre anleg til at opsamle tilstrekke-
lige energimangder. Hvis en vasentlig del af den samlede energiproduktion
skal baseres pd disse kilder, m& der forudses en meget stor stigning i energi-
prisen.

Naturligt uran indeholder kun ca. 0,7% U235, som er den isotop, der kan
spaltes i1 konventionelle atomkraftvaerker. I formeringsreaktoren kan ogsd de
godt 99% U238 spaltes, og der dannes derfor meget mere energi pr. vegtenhed
naturligt uran. Derfor vil det vere gkonomisk muligt at udnytte selv meget
lidt lgdige forekomster til udvinding af uran til en formeringsreaktor. Man
vurderer, at der i de naturlige uranforekomster, som det kan betale sig at
benytte, er en energimaengde svarende til adskillige tusinde Q. Formeringsre-
aktoren vil altsd kunne lgse energiproblemet p3 langt sigt. Denne reaktortype
er fgrst blevet ferdigudviklet i gbet af de sidste ca. 10 &r, og der er endnu kun
nogle f3 i drift. Problemet med denne reaktortype er, ligesom med de konven-
tionelle a-kraftveerker, at der mange steder i offentligheden hersker en stor
tvivl om, at sikkerhedsproblemerne er lgst pé acceptabel méide.

En anden méde at f3 et meget stort bidrag til vor energiforsyning pé langt
sigt vil vere at udvikle fusionsreaktorer. Fusionsenergi er en atomenergi, der

Vedvarende
energireserver

Formeringsreaktoren

Fusionsreaktoren



friggres, nir lette atomkerner smelter sammen, nir de fusionerer. Solen er en
stor fusionsreaktor, idet dens energiproduktion skyldes fusionsprocesser i
dens indre. P& jorden har vi ogsi produceret fusionsenergi, men kun til
militere forma3l, i de sdkaldte brintbomber.

Endnu kan vi ikke udnytte fusionsenergien til fredelige formél. Der udfg-
res pd verdensbasis et meget stort forskningsarbejde, som er rettet mod at
muligggre en fredelig udnyttelse af fusionsenergien. Hvis eller snarere nir det
lykkes, har menneskene til deres ridighed en uudtgmmelig energikilde, idet
ribrendstoffet, deuterium, findes i sd store ma®ngder i naturen, at det svarer
til flere milliarder Q. F.eks. svarer fusion af den mazngde deuterium, der
findes i en liter havvand, energimessigt til afbrending af 300 1 olie.

I denne bog gennemgds nogle af de fysiske problemer, der mgdes inden for
fusionsforskningen.

1.2. Termonuklear Fusion

1.2.1. Energiproduktion ved kerneprocesser

Fra kernefysikken er det kendt, at den energi, hvormed en enkelt nukleon er  Kerneenergi
bundet i en kerne, athenger af kernens massetal. Fig. 1.1 viser middelbin-
dingsenergien pr. nukleon for de mest stabile kerner samt for tritium som

9
% l/ \\\
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Z . [He*
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w
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_\2_5 Li
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0 3
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=z
o 1 D
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MASSETAL, A

Fig. 1.1. Middelbindingsenergi pr. nukleon for stabile kerner og tritium.



funktion af det nukleare massetal, A. Kurven viser hvor megen energi, der
medgér pr. nukleon til at adskille en kerne med givet massetal i fri nukleoner.
Det viser dermed ogs3, hvor megen energi, der friggres, ndr der af et antal
nukleoner dannes en kerne. At kurven har sit maximum omkring massetallet
50 betyder, at der er to muligheder for at friggre energi ved kerneprocesser:

1) Spaltning eller fission af tunge kerner til lettere kerner med massetal
nermere 50 afgiver op til en MeV pr. nukleon; det er som bekendt disse
processer, der udnyttes i fissionskraftverker.

2) Sammensmeltning eller fusion af lette kerner til tungere kan afgive op til
adskillige MeV pr. nukleon.

Sével ved fission som ved fusion optreder den frigjorte energi hovedsagelig
som kinetisk energi pd de dannede partikler, men en del af den kan ogsé
udsendes som vy-stréling.

1.2.2. Fusionsprocesser

Der er mange fusionsprocesser, der principielt kunne benyttes'i et fusions-
kraftvaerk. Nogle af dem, som interessen koncentrerer sig mest om, er:

(I) D+ D—3He + n + 3,25 MeV,
() D+ D->T + p + 4,0 MeV,

(III) D+ T —>4He + n + 17,6 MeV,
(IV) D + 3He —4He + p + 18,3 MeV,
(V) €Li + p—3He + 4He + 4,0 MeV.

D stdr for deuterium, n for neutron, T for tritium og p for proton (!H). 4He
stir for helium-4-kerner, ogsd kaldet a-partikler. De to D+ D-processer, (I)
og (II), forlgber med naesten samme sandsynlighed. Den ved processerne
frigjorte energi optreeder som kinetisk energi pd de dannede partikler, som
hver fir en del, der er proportional med den anden partikels del af den
samlede masse. I processen (III) for eksempel f8r 4He-kernen 3,5 MeV kine-
tisk energi, medens neutronen fir 14,1 MeV.

Der er forskellige fordele og ulemper ved de forskellige fusionsprocesser.
En afvejning af disse fordele og ulemper mod hinanden vil blive bestemmen-
de for hvilke processer, der vil blive brugt i et kommende fusionskraftverk.



Fgr disse forhold diskuteres, skal vi se pd, hvordan man tenker sig, at et
kommende fusionskraftverk vil komme til at fungere.

1.2.3. Fusionsprocessernes tvaersnit

Lad en partikel passere gennem et medium med tetheden n. Over en strek-
ning, dx, vil sandsynligheden, dS,, for at partiklen vekselvirker pd en givet
maide, a, med en af mediets partikler vere proportional med n og dx.

dS, = oundz (1.1)

Proportionalitetsfaktoren, o,, der har dimension af et areal, betegnes reak-
tionstversnittet. Reaktionstveersnittet er et udtryk for sandsynligheden for en
given vekselvirkning. Begrebet reaktionstversnit er forklaret nermere i Ap-
pendiks 2.

Forstéelsen af fusionsprocesser og beregning af deres reaktionstversnit er
et udpreget kvantemekanisk problem, men de fglgende klassiske betragtnin-
ger kan dog give et vist indblik.

For at to kerner skal kunne fusionere, m3 de bringes si tet sammen, at
kernekrafterne bliver aktive og kan overvinde Coulombfrastgdningen. Ker-
nediametre for lette atomkerner er ca. 5:10-15 m, og rekkevidden af kerne-
krefterne er lidt stgrre, men af samme stgrrelsesorden. Idet der ogsé tages en
vis tunneleffekt i betragtning, er det derfor rimeligt at antage, at to kerner for
at have en rimelig sandsynlighed for at fusionerne skal bringes i en indbyrdes
afstand, d, af stgrrelsesordenen 2:10-14 m.

Da kernerne begge er positivt elektrisk ladede, frastgder de hinanden med
Coulombkrefter, og det krever derfor en vis energi at bringe dem ind i
afstanden d. Denne energi kan kun tages fra den kinetiske energi, som partik-
lerne har i deres relative bevagelse mod hinanden. Betragt to kerner med
masserne m; og m,, der bevager sig mod hinanden med hastighederne v, og
v,, og som begge har elementarladningen e. Ved at betragte de to partiklers
bevagelse i deres tyngdepunktsystem, er det let at vise, at den fri kinetiske
energi, som er til ridighed for at overvinde Coulombfrastgdningen, og som
derved kan omszttes til potentiel energi, er

1 9 M1M2

e = zo?—A"2_
k fri 2Urm1+m2

(1.2)

hvor v, = v, - v; er den relative hastighed mellem partiklerne.

Den potentielle energi i systemet af de to partikler i afstanden d er givet
ved

Reaktionstversnit

Kernekrefter

Coulombfrastgdning
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Wpor = Tred’ (1.3)

hvor ¢, er vakuumpermittiviteten = 8,85:1012 F/m. Indsattes e = 1,6-10-19
Cogd = 2:10-4m, fis W ,,, = ca. 70 keV.

Ud fra disse vage betragtninger skal den fri kinetiske energi alts3 vere af
stgrrelsesorden 70 keV. Vi mi derfor forvente, at tvaersnittene for fusionspro-
cesserne er forsvindende for energier vesentligt mindre end ca. 70 keV og
kraftigt voksende med energien fra dette omrdde. De mi s& forventes at lgbe
gennem et maksimum for igen at falde, nir de relative hastigheder mellem
kernerne bliver s8 store, at vekselvirkningstiden bliver s§ kort, at kernerne
ikke f3r tid til at reagere, fgr de har passeret forbi hinanden. Fusionstvarsnit-
tene for de forskellige processer er milt i laboratorieforsgg ved at skyde
accelererede kerner med kendt energi af den ene slags mod hvilende kerner af
den anden slags. P4 Fig. 1.2 vises de siledes milte tvarsnit for processerne

(D, (1), (III) og (IV).
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Fig. 1.2. Toersnit for udvalgte fusionsprocesser. (1 barn = 10-28m2). opp, -kurven
repreesenterer summen af toersnittene for processerne (I) og (II).



For alle fire processers vedkommende er det accelererede deuteriumkerner,
deuteroner, der er skudt mod hvilende kerner af henholdsvis D, T og 3He.
Energiskalaen pd abscisseaksen refererer til de accelererede deuteroners kine-

tiske energi. Kurven mazrket D-D representerer summen af tvarsnittene for

processerne (I) og (II). Disse to processer har forgvrigt nzsten samme tvzars-
nit ved alle energier.

For at fi den fri kinetiske energi skal energiskalaen multipliceres med
faktoren my/(m; + m;), hvor m, er de accelererede deuteriumers masse, og m,
er de hvilende kerners masse. For DT- og D3He-processerne skal der altsd

multipliceres med 0,6, mens der for DD-processen skal multipliceres med
0,5.

1.2.4. Princippet i termonuklear fusion. Plasmabegrebet

En fremtidig fusionsreaktor formodes at komme til at arbejde efter det termo-
nukleare princip, som er: Brendstoffet, dvs. passende mzngder af de stoffer,
som optreder pd venstre side af den valgte fusionsreaktion (I) til (V), opvar-
mes. Nir temperaturen er blevet tilstrekkelig hgj, vil den kinetiske energi,
som partiklerne har i deres termiske bevagelser, vere tilstrekkelig til, at de
vil kunne fusionere med andre partikler, som de stgder sammen med. Ved de
fusionsprocesser, der siledes finder sted, dannes der energi. Denne energi vil
dels vere medvirkende til at opretholde temperaturen i brndstoffet, og dels
kan den udnyttes. Hvis den af fusionsprocesserne afsatte energi i brendstoffet
er stor nok til at kompensere for energitabene, er brendstoffet antendt pd
samme mide, som brendstoffet i en almindelig forbrending antendes. Det
forhold, at det er partiklernes termiske energi, der betinger fusionsreaktio-
nerne, har fgrt til betegnelsen termonuklear fusion.

Det vil i det fglgende blive vist, at de temperaturer, der er ngdvendige i
fusionsreaktorer, er meget hgje - af stgrrelsesordenen 108 K - og afhengige af
hvilken af reaktionerne (I) til (V), der benyttes. Det er disse hgje temperatu-
rer, der er det store problem i fusionsforskningen. For det fgrste er det et
problem i sig selv at opvarme fusionsbrandstoffet tilstrezkkeligt. Men det er
ogsd et problem, at det ca. 108 K varme fusionsbrendstof ikke m3d komme i
bergring med vaeggene i den omgivende beholder, da det s§ omgdende vil
blive afkglet, og fusionsreaktionerne vil gd i std. Det varme brzndstof skal
altsd hange som en samlet sky i en beholder samtidig med, at det er isoleret
fra veeggene. Pi tilsvarende mide hznger solen, vores store fusionsreaktor,
isoleret i verdensrummet og holdes sammen af sine egne gravitationskrefter.

Under opvarmningen vil brendstoffet allerede ved en temperatur p3 nogle
f3 tusinde grader blive ioniseret. Det, der sker, er, at de enkelte atomer fir en
s stor termisk energi, at de, nir de stgder sammen, kan slis i stykker i

Det termonukleare
princip

Termonuklear
antending

Termonuklear
temperatur

Plasmabegreber



positive kerner og negative elektroner. Brendstoffet i en fusionsreaktor be-
stdr altsd af en blanding af ladede partikler, kerner og elektroner. En sidan
gas af ladede partikler kaldes et plasma.

Det forhold, at fusionsbraendstoffet kun bestér af ladede partikler, alts§ at
det er et plasma, har stor betydning i arbejdet pd at lgse de to fgr nzvnte
problemer med opvarmning og isoleret indeslutning. F.eks. kan man opvar-
me et fusionsplasma ved at bestrile det med hgjfrekvent elektromagnetisk
striling, da de ladede partikler jo pdvirkes af elektromagnetiske bglger. Ved-
rgrende indeslutningsproblemet kan man tenke sig at opnd den ngdvendige
isolering fra veeggene ved at generere et passende magnetfelt. De ladede par-
tikler pdvirkes jo af magnetfelter. Denne bogs hovedformil er at give en
introduktion til den fysik, der beskriver plasmaer og specielt plasmaers vek-
selvirkning med magnetfelter. Hovedvagten er lagt pd de sider af plasmafy-
sikken, der er relevante for fusionsforskningen. Inden vi i de fglgende kapit-
ler gér over til at behandle plasmafysiske problemer, skal vi fgrst se pd energi-
produktionen i et fusionsplasma. Vi skal opnd en forstielse af kravene til
temperatur og indeslutningseffektivitet for et fusionsplasma.

1.2.5. Reaktionshastighed og effekttethed i fusionsplasma

I dette afsnit skal det vises, hvordan man med hjzlp af fusionstversnittene i
Fig. 1.2 kan beregne reaktionshastigheden i et fusionsplasma med given tem-
peratur og sammensatning. Ved reaktionshastighed forstds antallet af reak-
tioner, der sker i en rumenhed pr. sekund.

3= Ve
d VI -

Vx

Vz

Fig. 1.3. Relative hastigheder mellem deuterium- og trititumpartikler.



Vi betragter et homogent fusionsplasma med tzthederne np, og nt af hen-
holdsvis deuterium og tritium. Vi ser altsd pd et plasma, hvis energiproduk-
tion er baseret pd processen (III). Lad plasmaets temperatur vere T.

Partiklerne i plasmaet bevager sig med alle mulige hastigheder. Forde-

lingsfunktionen i hastighedsrummet for en gas af termiske partikler med
tztheden n og temperaturen T er givet ved Maxwellfordelingen

m \3/2 m(v2 + v2 + v?)
f(vryvy)UZ)z n(QWKT) exp{—-x—Qﬁfly-—_ ’ (14)

hvor m er partiklernes masse, og Boltzmanns konstant k = 1,38:10-23 J/K.*
Begrebet fordelingsfunktioner er diskuteret i Appendiks 1, hvor der ogsé er
givet et resumé af visse egenskaber ved termiske gasser beregnet ud fra forde-
lingsfunktionen.

Vi benzvner fordelingsfunktionerne for de to komponenter i fusionsplas-
maet deuterium og tritium med henholdsvis f, og fr . Begge fordelingsfunk-
tioner har formen (1.4), blot erstattes m med henholdsvis deuteriummassen
mp og tritiummassen mT, og n med np, og nt. For at beregne reaktionsha-
stigheden i dette plasma ser vi fgrst pd de deuteriumkerner, der har deres
hastighedsvektor i hastighedsrumelementet d3vp omkring vp. Se Fig. 1.3.
Tetheden i plasmaet af disse partikler er fp(vp) d3vp. Vi ser fgrst pd disse
deuteriumkerners reaktion med de tritiumkerner, hvis hastighedsvektor lig-
ger i hastighedselementet d3vr omkring vy. De nzvnte deuteriumkerner
strgmmer gennem tritiumkernerne med den relative hastighed v, = vp - vr.
Reaktionshastigheden mellem de to partikelgrupper bliver, jfr. (A2.1).

v-opr(vr) fp(vD)d3vp fr(vr)divr .

Nu reagerer gruppen af deuteriumkerner imidlertid med tritiumkerner
med alle hastigheder, vi fir derfor deuteriumgruppens reaktionshastighed
med hele tritiumplasmaet ved at integrere ovenstdende udtryk over alle vp-
verdier. Yderligere er det ikke blot den udvalgte gruppe af deuteriumkerner,
men deuteriumkerner med alle hastigheder, der reagerer med tritium plasma-
et. For at i den endelige reaktionshastighed i plasmaet skal vi derfor ogsd in-

*Inden for plasmafysikken maéles temperatur ofte i energienheder i stedet for
i Kelvin. Til en temperatur pd T K svarer i energienheder

kT = 1,38-10- 23 [T]] = 0,86:104[T] eV.
En temperatur pd 1 eV svarer altsd til 11600 K. For partikler i en gas med
temperaturen T er kT den mest sandsynlige translatoriske kinetiske energi,
og kT/2 er den gennemsnitlige kinetiske energi pr. frihedsgrad. T er altsd en
karakteristisk kinetisk energi for disse partiklers termiske bevaegelse.

Maxwellfordelingen

Temperatur i
energienheder



tegrere udtrykket over alle vp-verdier. Vi fir altsd for reaktionshastigheden
for D-T-reaktionen

Rpr(T) = / /'UrO'DT(Ur)fD(VD)fT(VT)dSVTdaVD, (1.5)

VpVr

hvor integrationerne skal udfgres over alle 3 hastighedskomponenter fra —c
til + .

Nu er integralet i (1.5) blot <v_ op(V,)> np n, jfr. eksemplerne i Appen-
diks 1.2. Reaktionshastigheden kan altsd udtrykkes

RDT(T) = nDnT(oDT(v,-)v,) . (1.6)

<opt(vv, > er beregnet som funktion af temperaturen ved numerisk
integration af (1.5). For en valgt v,-verdi er den tilsvarende opy(v,)-verdi
opndet ved aflesning pd DT-kurven pd Fig. 1.2 ud for energien mpv,2/2.
Kurven merket D-T pé Fig. 1.4 representerer resultaterne af de numeriske
beregninger.

Det er tit en fordel at have et analytisk udtryk som tilnzrmelse for en
beregnet kurve. Det fremgér af Fig. 1.4, at i iontemperaturintervallet 6 keV
<kT; < 20 keV er den punkterede linie gennem punktet (10 keV, 10-22
m3s1) en god tilnermelse til de beregnede < op1(v,)v, >-vardier. Ligningen
for denne rette linie er

{opr(vr)ve) = 10724 [(AT,)Z] m3s7!; (1.7)

kT 1keV .

(1.7) er altsd et godt, tilnzermet analytisk udtryk for den beregnede kurve i det
nevnte temperaturinterval.

Numeriske beregninger af <o(v,)v,> er ogsd udfgrt for D + D-reaktioner-
ne (I) og (II) og for D+ 3He-reaktionen (IV). De opniede resultater for disse
reaktioner er market henholdsvis D-D og D-3He pé Fig. 1.4.

Det skal bemzrkes, at for D+ D-reaktionerne er reaktionshastigheden gi-
vet ved

Rpp(T) = %(01)[)(11,-)0,-) . (1.8)

Faktoren 1/2 pi hgjre side af (1.8) skyldes, at der her arbejdes med reaktioner
mellem identiske partikler. Ndr man ved beregning af Rpp udfgrer dobbelt-
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Fig. 1.4. <o(v,)v, > som funktion af temperaturen for 3 fusionsprocesser. Kurven
merket D-D reprasenterer summen af de to D + D-reaktioner (I) og (II).

integrationer svarende til (1.5), fir man alle reaktioner med 2 gange; derfor
skal resultatet halveres. Udtrykket (1.8) med <opp(v,)v, >-vardier taget fra
D-D-kurven i Fig. 1.4 representerer summen af de lige store reaktionshastig-
heder for de to D + D-processer (I) og (II).

Af Fig. 1.4 ses, at ved en given temperatur er reaktionshastighederne for D + T-processens
D+ D- og D+3He-reaktionerne karakteristisk én til to stgrrelsesordener  Jfordele
lavere end for D+ T-reaktionen. Tilsvarende er temperaturen ved samme
reaktionshastighed op mod en stgrrelsesorden lavere for D + T-reaktionen
end for de to andre reaktioner. Det er dette lavere krav til temperaturen, der
ger D + T-processen mere attraktiv end de to andre, og det er derfor, at man
regner med, at de fgrste fusionsreaktorer vil komme til at arbejde med
D + T-processen.

Med de ovenfor fundne reaktionshastigheder er det let at finde effekttethe-
den, der produceres i et fusionsplasma. R(T) skal blot multipliceres med den
energi, der friggres ved hver proces. For D-T-reaktionen fis effekttetheden

- w
Ppr =2,82-1072 [npnr(opr (v, v, )] oy (1.9) Effehitethed i

. D + T-plasma

nim™  (ov)im3™?

’

som ved hjelp af udtrykket (1.7) kan skrives p& den tilnzrmede analytiske
form

11



MW

m3 ’

Ppr ~2,82-10"*2 [npny(xT;)?]

(1.10)

nim™3 kTikeV,

der er en god tilnzrmelse i intervallet 6 keV <«T; < 20 keV.
For et fusionsplasma, der bestér af lige dele deuterium og tritium, er np =
nt = n/2,og (1.10) bliver

MW
3 bl

Ppr =0,7-10"** [n%(xT)?] —

(1.11)

nim™3 kTikeV .

Bemerk, at i (1.11) er stgrrelsen i den kantede parentes kvadratet pi ioner-
nes partialtryk, p; = n«T;. Indfgres dette, kan (1.11) skrives pd formen

MW

m3 '

Ppr =0,27 [p}] (1.12)

pibar (1 bar = 10°Pa = 10°Nm™?) .

Af (1.12) fremgér, at fdr at f3 produceret en fusionseffekttethed pd 1 MW/
m3 i en fusionsreaktor, kraves et ionpartialtryk pd ca. 2 bar. Tages elektroner-
nes partialtryk med, kommer vi op p4 ca. 4 bar. Disse overvejelser gzlder kun
for iontemperaturer i intervallet 6 keV <«T; < 20 keV.

For et plasma, der holdes indesluttet i et pdtrykt magnetfelt B, er forhol-
det

n(kT. + kT;)
B}/2p,

B (1.13)

altsd forholdet mellem partikeltryk og det pdtrykte magnetfelttryk, en ve-
sentlig parameter. Den fysiske betydning af B-forholdet diskuteres i Kap. 5.
Det viser sig, at en given magnetfeltkonfiguration kun er i stand til at holde
et plasma indesluttet, hvis dets 8-verdi er tilstrekkelig lille. For den almin-
delige tokamakkonfiguration er ., ca. 5%. Indsattes (1.13)i (1.11) findes
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2 p4
PDT:4,3[ B, ]MW-

T T /T (1.14)

B i Tesla (B er et rent tal).

(1.14) viser, at for at opné stgrst mulig effektteethed i en fusionsreaktor er det
vasentligt at arbejde med s steerkt magnetfelt som teknisk muligt og ogs at
operere med stgrst mulig 8-verdi.

I et fusionsplasma bestdende af deuterium og tritium i nogenlunde samme
koncentration vil der naturligvis ogsd ske D+ D-processer. Da <ofv,)v.>
for D + D-processerne er meget mindre end for D + T-processen, er D + D-re-
aktionernes bidrag til energiproduktionen forsvindende.

I et rent deuteriumplasma forlgber fgrst og fremmest processerne (I) og
(II), i gennemsnit er energiudbyttet pr. reaktion (3,25 + 4,0)/2 MeV = 3,63
MeV. Nu dannes der imidlertid ved hver reaktion af typen (II) en tritiumker-
ne, som kan reagere med en deuteriumkerne efter reaktionen (III). Denne
reaktion sker hurtigt, da reaktionshastigheden for D + T-reaktioner er stor, se
Fig. 1.4. Der kommer alts3 et extra energibidrag ved hver type (II) reaktion
pd 17,6 MeV. I princippet fir vi et lignende extra bidrag fra hver type (I)
reaktion, idet den dannede 3He-kerne kan reagere med -en D-kerne efter
reaktionen (IV). Da imidlertid reaktionshastigheden for denne proces er lav
for relevante temperaturer (< ca. 50 keV), se igen Fig. 1.4, vil den forlgbe
langsomt, og bidraget kan derfor negligeres. Pr. D + D-reaktion friggres altsd
i gennemsnit (3,25 + (4,0 + 17,6))/2 MeV = 12,4 MeV.

Effektteetheden i et deuteriumplasma kan altsi med tilnzrmelse skrives

- w
Ppp ~ 10 12 [n%(a’DD(v,)v,)] -rﬁ ; (1.15)

nim™?, (ov) im~!.

1.2.6. Lawson-kriteriet og antzending

I det foregdende underafsnit er energiproduktionen i et fusionsplasma disku-
teret. Vi skal her se pd betingelserne for, at denne energiproduktion bliver
stor nok til, at den kan udnyttes i et fusionskraftverk. Det er allerede nzvnt,
at fgrste generation af fusionsreaktorer ma forventes at komme til at arbejde
med D + T-reaktionen (III), da det er denne reaktion, der stiller de mindste
krav til temperaturen. I dette afsnit vil vi derfor kun betragte et D + T-plas-

ma, og vi vil Jade det bestd af en lige blanding af deuterium og tritium, alts3
have
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np = ng. Vi vil desuden antage, at bide deuterium, tritium og elektronerne
har temperaturen T. Vi ser pd en rumenhed (1 m3) af et s3dant fusionsplasma,
som vi tenker os holdt indesluttet i en reaktorbeholder, fra hvis vegge det
holdes isoleret ved hjzlp af magnetfelter. Den energi, der udstriles fra plas-
maet, absorberes i reaktorbeholderens vagge, hvorfra den via et kglesystem
fgres til en generator og omsettes til elektrisk energi. For at opretholde den
ngdvendige temperatur md en del af den elektriske energi fgres tilbage i
plasmaet. Lad effektiviteten, hvormed den i reaktorvaeggen afsatte energi kan
omdannes til elektricitet og genindfgres i plasrﬁact, vere . Lawson-kriteriet,
som nu skal diskuteres, giver betingelserne for opretholdelse af energibalance
i en fusionsreaktor.

Den i fusionsplasmaet producerede effektktzthed, Ppy, er allerede bereg-
net og givet i (1.9), der med np = nt = n/2 giver

Ppr =0,7-107'2 [n*(opr(v-)vr)] % ; (1.16)

nim=3, (ov)im3~?!.

Vi vil forelgbig antage, at hele effekttetheden P udstriles fra plasmaet og
absorberes i veggene. ‘

Det er kendt fra elektrodynamikken, at ladede partikler udsender elektro-
magnetisk striling, ndr de accelereres. Nér elektronerne i et plasma bevaeger
sig omkring i deres termiske bevaegelser, udsattes de for accelerationer, hver
gang de kommer s tet til ionerne, at deres baner afbgjes. Et plasma udsender
derfor elektromagnetisk striling, som pd grund af den méde, hvorpé den er
genereret, kaldes bremsestriling.

Et plasma af den stgrrelse, som man kan forestille sig i en fusionsreaktor, er
et optisk tyndt legeme, dvs. indtrengningsdybden for elektromagnetisk stra-
ling er lang sammenlignet med plasmaets dimensioner. Al den bremsestr3-
ling, der genereres i plasmaet, vil derfor udstriles, og den udstrilede effekt
bliver proportional med plasmavolumenet. Dette er i modsztning til udstr3-
lingen fra et, sort legeme, hvor den udstrilede effekt er proportional med
overfladen. Det kan vises, at effekttzetheden i bremsestrilingen er givet ved
fglgende generelle formel (2], [5], [9], (14]

- w

Py =5,4-10"% [ne Zn.-jzf(nn)l/?} 5 (1.17)
J

nim™3, kTikeV.

n. er elektrontztheden, og n;; er tztheden af ioner med ladningstal Z;. kT, er
elektrontemperaturen. Da plasmaet udadtil er elektrisk neutralt, har vi n, =
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2:n;Z;. For det rene D + T-plasma, vi betragter, tager (1.17) formen

Py =5,4-10" [n3(xT.)!/? w (1.18)

m3 "’

nim™3, kTikeV.

Et plasma indesluttet i et magnetfelt vil ogsé tabe energi til veeggene i den
omgivende beholder p& andre méder end ved de principielt uundgdelige
bremsestrilingstab i (1.18). F.eks vil ladede partikler diffundere gennem
magnetfeltet og afgive deres energi til vaeggene, ligeledes kan konvektion og
turbulens fgre energi fra plasmaet til vaeggene, ogsd forggede bremsestrilings-
tab, som skyldes urenheder i plasmaet ved hgje Z-verdier, vil fgre energi til
veggene.

Som mél for feltkonfigurationens evne til at holde den tilfgrte energi inde-

sluttet i plasmaet defineres energiindeslutningstiden, 7g, som den karakteri-
stiske tid plasmaets kinetiske energi holdes indesluttet (idet der ses bort fra
de uundgielige bremsestrélingstab givet i (1.18)). 1y er defineret som:

_ Ekin

= he, BEN(BU)

hvor Ey;, er plasmaets kinetiske energitethed, og P, er den effekttzthed, som
forlader plasmaet ved de ovennzvnte tabsmekanismer, hvor Py igen ikke
medregnes.

I et plasma med temperaturen, T, og en elektron- og iontzthed pd n er Ey;,
= 3nkT. Tabseffekten, P,, udtrykkes herefter bekvemt ved:

InkT

TE

P T —
eller

oo ; (1.20)

P =a8.10-1 [P L| W
t ) TE

kTikeV, nim™3 mg i s.
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For at opretholde temperaturen i plasmaet m& summen af tabene af partik-
lernes kinetiske energi, P, + P, balanceres af den energi, der kan fgres
tilbage fra generatoren, altsd af n(Py, + P, + Ppt). Ligningen

Py + Py < n(Py + P. + Ppr)

(1.21)
giver efter indsattelse af (1.16), (1.18) og (1.20)
s 4,8-10"15T s
B = 20,7107 2{opr (v, )vr) — 5,4 10-3/(kT)1VZ | md
kT ikeV , (opp(ve)vy) im3s™! . (1.22)

Fordelen ved stgrre tzthed er en konsekvens af, at Ppt er proportional med
n2, mens P, kun er proportional med n.

T (mioK)
50 100 200 500 1000
10 T T T T T
5
2 /
€ 10% //
w
P
2 . //
2
10"
5 10 20 50 100
KT (keV)

Fig. 1.5. Lawson-kriteriet for et D-T-plasma beregnet for 3 n-verdier. Kurven for m
= (.167 svarer ogsa til antending i et plasma, hvor a-partiklerne er indeslustet.
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Ligning (1.22) reprasenterer Lawson-kriteriet; det siger, at for blot at
opretholde temperaturen i et fusionsplasma og dermed at holde fusionspro-
cesserne igang md produktet af plasmatetheden og energiindeslutningstiden
mindst vere som givet ved (1.22). Skal der vere en nettoenergiproduktion,
mi ntg vere stgrre. P& Fig. 1.5 er der vist kurver over minimumsvardierne af
ntg som funktion af temperaturen for de tre n-verdier 0,5, 0,33 og 0,167.

Som det fremgir af Fig. 1.5, skal et D+ T-fusionsplasma for at producere
nettoenergi ved en temperatur af feks. 100 mio K holdes indesluttet sd
effektivt, at ntg-produktet er ca. 2:1020 m-3s athengigt af den effektivitet,
hvormed man kan fgre energi tilbage i plasmaet. Ved hgjere temperatur er
kravet til ntg noget mindre.

Man kan ggre forskellige foruds®ztninger ved beregninger af kurver som
dem, der er vist pd Fig. 1.5. Antager man f.eks., at man lader de ved D+ T-
reaktionen (III) dannede neutroner reagere med lithium i en kappe omkring
reaktoren efter processen

(VI)6Li + n— T + 4He + 4,8 MeV,

fir man ekstra 4,8 MeV dannet ved hver D+ T-reaktion. Tager man dette
extra bidrag med i beregningerne, forskydes kurverne pa Fig. 1.5 ca. en faktor
1,5 mod lavere nrg-vardier.

At lade de i reaktoren dannede neutroner reagere med lithium efter proces-
sen (VI) eller efter processen

(VID7Li + n— T + 4He + n- 2,5 MeV

har desuden den fordel, at man fir dannet tritium, som s& kan indfgres i
fusionsplasmaet som frisk brendstof. Det er ngdvendigt at danne tritium ved
en kerneproces, da det ikke findes i naturen. Valger man at benytte proces-
serne (VI) og (VII), bliver det de naturlige forekomster af lithium, der sztter
en grense for, hvor meget energi, der kan produceres i D + T-fusionsreakto-
ren. Man regner med, at der i hvert fald er lithiumforekomster nok til pro-
duktion af flere hundrede Q i D + T-reaktorer.

Der er ogsd en mulighed for, at et D+ T fusionsplasma kan brende, uden
at der tilbagefgres energi til at opretholde temperaturen. De a-partikler, som
dannes ved D + T-processen, kan, da de er elektrisk ladede, holdes indesluttet
i plasmaet af det magnetiske felt. De vil derfor direkte afgive deres energi til
plasmaet gennem stgd med partiklerne. Da o-partiklerne bzrer 20% af den
ved fusionsprocesser dannede energi (se bemzrkningerne efter fusionsproces-
serne (I)-(V)), er betingelsen for, at processerne kan opretholde sig selv, eller
at plasmaet er antendt, at

0,2Ppr > P+ P, . (1.23)
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Med m = 0,167 er (1.21) identisk med (1.23). Kurven mazrket = 0,167 pé
Fig. 1.5 viser altsd ogsd betingelserne for antending i en D + T-reaktor, hvor
a- partiklerne afgiver deres energi direkte i plasmaet. Har plasmaet (T, ntg)-
verdier, der ligger over denne kurve, kan fusionsprocesserne forlgbe uden
tilbagefgring af energi til plasmaet. Energien pid de dannede a-partikler er
stor nok til at opveje tabene, og plasmaet er antendt.

I (1.19) er energiindeslutningstiden 7g defineret alene ud fra de tab fra
plasmaet, der ikke skyldes den uundgelige bremsestrdling. Denne definition
bruges ofte i litteraturen, f.eks. [9] og [11], og den har den fordel, at 7 gér
mod uendelig for ideelt isolerede plasmaer. Imidlertid er det tit mere natur-
ligt at definere energiindeslutningstiden ved

' 3nkT :
TE = —Pb+ P, (1.24)

b

sdledes at 7 er et virkeligt mdl for den tid, den termiske energi holdes
indesluttet i plasmaet. 75’ er jo ogsd den henfaldstid for plasmaenergien, der
umiddelbart mailes eksperimentelt. For kurverne p& Fig. 1.5 betyder det nz-
sten intet, hvilken af definitionerne der benyttes. Med definitionen (1.24)

bliver (1.22)

4,810~ 16xT s
: sm™% (1.25)
1—_”_—')0,7 -10-%(opr (v, )v,)

1
nTp =

. .3 -1
kT ikeV, {(ov)im’s™" ,

som altsd kun afviger fra (1.22) derved, at det sidste led i nevneren mangler.
For xT-vaerdier > 10 keV er dette led smat sammenlignet med det resterende
led, og det er derfor uvasentligt for beregningerne af ntg-vaerdierne.

Bemerk, at for ideel energiindeslutning, hvor P, — 0 og 7g — o, giver
(1.24) og (1.18)

. n 3nkT
n =
E P,

=8,9.10% [(KT)IN] sm=3; (1.26)

kT i keV

1.2.7. Et tilbageblik over fusionsforskningen

Fusionsforskningen startedes i midten af 1950erne. Da man med sprengnin-
gen af de fgrste brintbomber i begyndelsen af 50erne havde vist, at man
kunne friggre fusionsenergi, opstod gnsket om ogsi at benytte fusionsenergi-
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en til fredelige form4l. I begyndelsen var optimismen stor, man regnede med,
at det hgijst ville tage 25 &r, inden de fgrste fusionskraftveerker kunne realise-
res. Det viste sig imidlertid meget snart, at problemerne var store. Man
koncentrerede sig fgrst om at finde metoder til at opvarme et fusionsplasma
til de ca. 100 mio K, som er ngdvendige, og at holde det indesluttet i passende
magnctfcltkonﬁgurationer s& lenge, at kravene om ntg > ca. 2:1020 m3s
kunne opfyldes. Iszr problemet om den magnetiske indeslutning har vist sig
vanskeligt. Det var fgrst i slutningen af 60erne, der kom et vasentligt gen-
nembrud. Russiske forskere rapporterede i 1968 om nogle lovende resultater,
som de havde opndet i en magnetfeltkonfiguration, som de kaldte en toka-
mak. Straks efter offentligggrelsen af disse russiske resultater begyndte de
. fleste fusionslaboratorier over hele verden at arbejde med tokamakkonfigura-
tionen. Udviklingen i tokamakforskningen gennem de sidste godt 15 &r er
illustreret pd Fig. 1.6, hvor de opndede resultater er vist i et (T, n7g)-diagram.

107 1 NSSSAANEON
i Reaktoromrade:
102 19870O(TFTR)
198L(JET,Q-0p\/0@ning)
1980(ACTogFTIO 4
i 086 O} (JET. @+ RF)—
— : opvarmning
n 1985 O
) 1976(PLT
e o8Py o |
- | 1976(T-10) ; 1988 (JET)
o 1974 O (TFR) o)
c !
i @)
I 1986(TFTR)
ol 19720(7-4)
1972 O(ATC) 1978(PLT)
|
19710(ST)
o17L_19680(T-3]
0.1 1 10 100

PLASMATEMPERATUR , K T; (keV)

Fig. 1.6. Udviklingen inden for tokamakforskningen i tiden fra 1968 tl 1986.
Russiske tokamakker: (T-3), (T4) og (T-10). Amerikanske tokamakker: (ST),
(ACT), (PLT) og (TFTR). Europeiske tokamakker: (TFR), (FT) og (FET).

Hvert enkelt resultat er mzrket med et 3rstal, der viser hvornér det er
opniet, og med navnet pd den eksperimentelle opstilling, hvori det er opniet.
Man ser, at fremskridtene i den forlgbne periode har varet store. Der er
opndet mere end en faktor 10 i temperaturen, og man er nu oppe p3 over 100
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mio K. Hvad nrg-produktet angdr, er resultaterne forbedret med mere end 2
stgrrelsesordener, og der mangler nu mindre end en faktor 10, inden de
ngdvendige resultater er ndet. Midt i 1980erne har resultater fra JET og andre
store eksperimenter vist, at de ret gode nrg-resultater, der tidligere er opndet
med rent Ohmsk opvarmning, ikke umiddelbart kan opretholdes, nir man vil
gge temperaturen yderligere ved hjelp af supplerende opvarmningsmetoder,
som rf-opvarmning og neutral injektion. Selv om dette giver anledning til
nogen bekymring, tror de fleste i fusionsforskerkredse, at de resultater, der vil
blive opnéet med de eksisterende store eksperimentelle opstillinger i lgbet af
de sidste &r af 1980erne og begyndelsen af 90erne, vil vere af en sddan art, at
de enten bringer os op i reaktoromrddet pd Fig. 1.6 og dermed opfylder
Lawson-kriteriet, eller i hvert fald vil kunne bruges til at designe et nyt
eksperiment, der med meget stor sandsynlighed vil kunne komme til at
arbejde i reaktoromridet.

1.2.8. Fusionsforskningen fremover

Selv om det i lgbet af 80erne lykkes at lgse det plasmafysiske problem at
opfylde Lawson-kriteriet, kan man ikke umiddelbart begynde at bygge et
fusionskraftvaerk. Der er en hel reekke teknologiske problemer, der fgrst skal
lgses. P& Fig. 1.7 er det vist pd skitseform, hvordan man forestiller sig, at
princippet i et kommende fusionskraftverk vil blive,

Flydende varme
lithium veksler '
\ ‘

Magnetspole

Vakuum l
plasma —~ 3 o
; %

Tritium T
ud -
skiller

Elektricitet
.

Generator

Deuterium | | Tritium

Hav- o + Kondensator
vand |Deuterium |Breend
stof-

injektion

Tritium

Fig. 1.7. Principtegning af fusionskraftoerk.
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Et af de stgrste teknologiske problemer er at finde et passende materiale til
den indre veg i det kammer, der omgiver fusionsplasmaet. Den skal kunne
absorbere den store energiflux fra plasmaet uden at gdelegges. Samtidigt er
det vigtigt, at den ikke sender urenheder i form af tunge kerner med hgje Z-
tal tilbage i plasmaet. Som det fremgér af ligning(1.17)vil f.eks. 1% jern med
Z =26 forgge bremsestrilingstabene fra plasmaet med en faktor pd ca. 7. Et
andet problem er, at det er ngdvendigt at benytte superledende spoler til at
generere magnetfelterne for at undgd for store strgmvarmetab. Endnu er
teknikken inden for superledning ikke udviklet sd langt, at s store spolesy-
stemer kan bygges.

Det er ogsd et problem, at der dannes neutroner ved fusionsprocesserne.
Nogle af disse neutroner vil danne radioaktive kerner, nir de absorberes i
strukturen omkring fusionsreaktorkammeret. Nir et fusionskrafiverk har
kgrt nogen tid, kan det derfor kun vedligeholdes ved fjernbetjening; igen en
teknik, der m3 udvikles.

Som det fremgér af Fig. 1.7 tenker man sig tritium formeret i en lithium-
kappe omkring fusionsplasmaet. Denne lithiumkappe kan samtidigt fungere
som kglevaske, der transporterer den dannede varmeenergi til en el-genera-
tor. Da tritium er et ubehageligt radioaktivt stof, skal man udvikle en sikker
teknik til at holde det indesluttet.

De ovenstdende eksempler er kun et udvalg af de mange endnu ulgste
problemer, som fusionsforskningen mi lgse, fgr der kan bygges en fusionsre-
aktor. Man regner naturligvis med, at alle de problemer, der skal Igses, vil
blive lgst. De fleste fusionsforskere mener nu, at det vil blive teknisk muligt
at bygge en demonstrationsfusionsreaktor i begyndelsen af neste drhundrede.
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2. PLASMABEGREBET

I sidste kapitel blev begrebet plasma defineret p& den simplest mulige méde,
nemlig som en gas bestdende af ladede partikler, elektroner og ioner. I dette
kapitel skal vi fgrst se p&, hvordan plasmaer darines, og hvor de forekommer i
naturen. Derefter omtales forskellige karakteristiske parametre, der bruges
ved beskrivelse af plasmaer, og endelig benyttes disse parametre til at uddybe
plasmadefinitionen.

2.1. Dannelse af Plasma. Saha-ligningen

Et plasma kan dannes ved opvarmning af en gas af neutrale partikler. Nér
temperaturen er blevet tilstreekkelig hgj, vil der i gassen vare partikler med s
stor termisk energi, at de kan ionisere andre partikler, som de stgder sammen
med. Holdes temperaturen af en sddan gas konstant, vil der opstd en lige-
vagtstilstand, hvor der pr. tidsenhed dannes lige s& mange ladede partikler
ved stgd, som der forsvinder ved rekombination. Ved hjzlp af argumenter fra
kvantemekanikken og fra den statistiske mekanik kan man beregne lige-
vagtsforholdet r mellem iontztheden n; og neutraltetheden n; som funktion
af temperaturen. Resultatet, der normalt benzvnes Saha-ligningen, er

=D 3.1077 | (kT)3/ 20 Ul
r nn__3 10 [(nT) ng exp{—KT}], (2.1)

kT'ieV,nim™3 UijeV.

U er ioniseringsenergien. Saha-ligningen kan findes udledt og nermere dis-
kuteret i [4], her skal blot navnes nogle af de fysiske principper, der er
benyttet ved udledningen. For et system af mange partikler, evt. atomer, der
kan eksistere i to energiniveauer, U; og U,, og som har temperaturen, «T,
siger den statistiske mekanik, at forholdet mellem populationsgraderne i de
to niveauer er (g,/g;) exp{-U/kT}, hvor U = U, - U}, og hvor g, og g, er
degenerationsfaktorerne for de to niveauer. For ioniseringsproblemet, som vi
betragter, er Uj-tilstanden det neutrale atom, mens U,-tilstanden er det ioni-
serede elektron-ionpar. Herved bliver U lig ioniseringsenergien, der for hy-
drogen er 13,6 eV, medens g;/g, ma beregnes ud fra komplicerede kvanteme-
kaniske principper. Sddanne beregninger fgrer til faktoren foran eksponenti-
alfunktionen i (2.1).
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Fig. 2.1. Ioniseringsgraden i procent for hydrogen ved forskellige tetheder som
Sfunktion af temperaturen.

For en hydrogengas er kurver over ioniseringsgraden beregnet ved hjzlp af
ligning (2.1) og vist som funktion af temperaturen pd Fig. 2.1. Ioniseringsgra-
den er defineret som ny/n,, hvor den totale tethed n, = n; + n,. Ioniserings-
graden er beregnet for fglgende fire vaerdier for n;: 1025 m-3, 1022 m-3, 1019 m-3
og 1016 m-3, Den fgrste vardi svarer stort set til tetheden ved STP- forhold,
(standard temperature and pressure: 273 K og 1 atmosfzre) medens 1016 m-3
svarer til partikeltztheden ved hgjvakuum.

Det bemerkes, at specielt for meget tynde hydrogengasser fis nzsten 100%
ionisering allerede ved «T = 0,5 eV, altsd ved temperaturer, hvor den karak-
teristiske energi i den termiske bevagelse er mere end en stgrrelsesorden
under ioniseringsenergien. Bemerk ogs, at iser for tynde gasser er tempera-
turintervallet, hvorover ioniseringsgraden gér fra 0 til 100%, meget smalt.
Situationen minder om andre faseovergange, der finder sted over meget smal-
le temperaturintervaller: smeltning, fordampning mod konstant tryk, o.a.

2.2. Plasmaforekomster

Plasmaer forekommer bdde i naturen og som fglge af menneskenes aktivite-
ter. P4 Fig. 2.2 er forskellige plasmaforekomster lagt ind i et tetheds-tempe-
raturdiagram.

Den stgrste plasmaforekomst finder vi i det interstellare rum. Det fremgér
af Fig. 2.2, at interstellart plasma karakteristisk har tztheder fra 10° til nogle
gange 107 elektroner pr. m3, medens temperaturen kan lgbe op til flere tusin-
de K. Dette er et meget tyndt plasma; men da det interstellare rum er uméide-
ligt stort, er mangden af stof, der her befinder sig i plasmatilstanden, overm4-
de stor. Alt i alt regner man med, at mere end 90% af alt stof i universet
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Fig. 2.2. Forskellige plasmaers placering i et (n,,T)-diagram.

befinder sig i plasmatilstanden, og det interstellare plasma er den alt overve-
jende del heraf.
De degenererede plasmaer, som findes i diagrammets nederste hgjre hjgr- Plasma i fast stof
ne, svarer til de ekstreme forhold, der findes i faste stoffer og bl.a. ogsd til
forholdene i metaller, hvor elektronerne jo er mere eller mindre fri til at
bevege sig rundt og derfor opfgrer sig som i et plasma.
Relativistiske plasmaer, dvs. plasmaer, hvor relativistiske effekter er af  Relatvistiske plasma
vasentlig betydning, optreeder fgrst ved temperaturer over ca. 109 K, alts&
langt over de menneskeskabte plasmaer midt i figuren. Relativistiske effekter

har derfor lille betydning for de fleste plasmaer - og i hvert fald for fusions-
plasmaer.

2.3. Karakteristiske Plasmaparametre

I dette afsnit betragtes et homogent plasma med given tzthed og temperatur,
altsd et plasma, som kan placeres pd Fig. 2.2. Det antages, at det enten er et
hydrogenplasma eller et plasma, hvor atomerne kun er én gang ioniserede. Vi
har altsd, at tetheden af elektroner og af ioner er den samme, n, = n; = n, og
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at de henholdsvis har ladningerne -e og ¢ = 1,6:10-1°C. Elektronmassen
kaldes m,, og ionmassen m;. Plasmaet befinder sig i et homogent magnetfelt
B, og det har temperaturen T.

Ud fra de ovennavnte fysiske stgrrelser skal der nu udledes en rakke
parametre, som karakteriserer det plasma, der betragtes. De udledte parame-
tre har form som karakteristiske lengder og tider, og de udggr et nyttigt st
verktgj ved behandlingen af et givet plasma, bl.a. fordi en sammenligning af
disse parametre fortzller hvilke approximationer, der er brugbare. Ligeledes
kan det ofte ved behandling af et teoretisk problem betale sig at benytte disse
parametre som naturlige enheder.

2.3.1. Middelafstand mellem partikler

Den simpleste karakteristiske lengde, der kan udledes for det givne plasma,
er middelafstanden mellem partiklerne. Idet der er n partikler pr. m3, har
hver partikel i snit et rumfang pd n-1 m3 til sin ridighed. Middelafstanden
mellem partiklerne bliver da

a =n13, o (22)

2.3.2. Debye-lzengden

Den vigtigste karakteristiske parameter for et plasma er Debye-l&ngden. Den
reprasenterer to vaesentlige plasmaegenskaber. For det fgrste er Debye-leng-
den den karakteristiske lengde for rumligt henfald af elektriske felter i et
plasma og udggr altsd en afskeermningslengde for disse felter. For det andet
viser det sig, at vasentlig afvigelse fra ladningsneutralitet kun kan eksistere
over omrider af plasmaet, hvis udstrekning er mindre end eller pa stgrrelse
med Debye-lzngden. Som det vil fremg3 af de fglgende udledninger, er de to
egenskaber nert sammenknyttet i fysisk forstand.

Lad os fgrst se pd afskermningen af elektriske felter. Vi kan tenke os en
kugle med den positive ladning Q placeret i plasmaet. Kuglen vil da tiltrekke
elektroner og frastgde ioner, hvorved der dannes et lag af negativ ladning
omkring den. Dette lag virker som en afskermning for Q’s felt.

Hvis plasmaet er koldt, dvs. partiklernes kinetiske energi er forsvindende,
kan en stor koncentrationsforskel mellem ioner og elektroner opretholdes
uforstyrret omkring kuglen. I et ultratyndt lag omkring kuglen vil forskellen
i koncentration derfor opbygges, indtil laget har en total ladning pd -Q, og
feltet fra kuglen dermed er fuldstzndig elimineret. I et koldt plasma er af-
skermningen af elektriske felter alts3 perfekt.
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Fig. 2.3. Afskermning af fladepotentiale i et plasma. Nerafskermning samt De-
bye-afskermning.

Er plasmaet derimod ikke koldt, og partiklernes kinetiske energi derfor
ikke forsvindende, er det kun muligt at opretholde en koncentrationsforskel,
hvis partiklerne befinder sig i en potentialbrgnd, der er dybere end partikler-
nes kinetiske energi. For plasmapartiklerne er dybden af en elektrisk potenti-
albrgnd givet ved eg, hvor ¢ er forskellen i elektrisk potential mellem brgn-
den og det uforstyrrede plasma, og e er elementarladningen.

Da der ved en given temperatur er tale om en fordeling af kinetisk energi,
vil der altid veere partikler med tilstrekkelig stor kinetisk energi til at bryde
ud af potentialbrgnden. Men fgrst nir potentialforskellen, ep, er nede pd
stgrrelse med den karakteristiske termiske energi, «T, vil diffusionen blive
vesentlig, og koncentrationsforskelle dermed blive mindre markante. Poten-
tialer af stgrrelse ¢ = «T/e og mindre dempes derfor ikke sd effektivt som
stgrre potentialer, men vil f en vis udbredelse i plasmaet.
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Hvis potentialet ved kuglens overflade, o, er stgrre end «T/e, dannes der
altsd stadig et ultratyndt lag med stor koncentrationsforskel. Dette lag vil dog
kun bringe potentialet ned til omkring xT/e. Herefter vil potentialet dempes
af en sky med mere moderat koncentrationsforskel og en vis udstrekning.
Dampningen i denne zone betegnes Debye-afskermning.

Det viser sig, at i denne zone dezmpes plasmapotentialet, ¢y, i forhold til
vakuumpotentialet, ¢,, med en faktor exp{- yr/d}, hvor r er afstanden til
kuglens centrum, og d er Debye-lengden. Faktoren vy afthznger af, hvilken
tidsskala der arbejdes med. For korte tidsskalaer, svarende til f.eks. at kuglen
beveager sig hurtigt, antager v verdien 1, mens den for langsomme og statio-
nzre forhold antager verdien ,/2. Dette henger sammen med, at koncentra-
tionsforskydningen af ioner indstiller sig langsommere end forskydningen af
elektroner p.g.a. ionernes meget stgrre inerti.

For at give kvantitativ mening til Debye-leengden betragter vi et uendeligt
plasma, hvor planet x= 0 er holdt pé et konstant potential, ¢,; se Fig. 2.3. Vi
forestiller os, at eksperimentets tidsskala er sd lang, at stationzre forhold nér
at indstille sig for bdde ioner og elektroner.

Poisson’s ligning V2¢ = —p/e,, hvor rumladningstztheden p = e(n; — n, ),
giver i én dimension

¢p(z)  —e(ni — n.)

pra . , (2.3)

hvor e er elementarladningen, og n; og n, er ion- hhv. elektrontztheden, som
begge er rumafhangige.

Det vides fra den statistiske mekanik, at fordelingsfunktionen i tilstedeve-
relsen af et potentialfelt, Ep, er givet ved

3/2 Lo+ E
f(v):"(menT) eXP{—%%—P}, (24)

hvor n er den uforstyrrede teethed pd steder, hvor E, =0

Ved integration over v (rektangulere koordinater) f8s
_ EP
n(Ep) = nexp{—nT} . (2.5)

Idet potentialfeltet for ioner henholdsvis elektroner er givet ved E, = xeo,,
fas for n; og n,
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ni(z) = nexp {-%} . (2.6)

i) =mesp {2} @

Ved indsettelse af (2.6) og (2.7) i (2.3) f3s

L) (o [ o (@) o

Det indses let, at vores billede af afskermningen af felter med meget sterk
afskermning for ¢, > «T/e og moderat for ¢, < «T/e fuldt ud stemmer
overens med feltbeskrivelsen givet ved (2.8).

I Debye-afskzrmningszonen kan (2.8) lineariseres, idet ¢, < < «T/e. Vi
finder

d?¢p(z) _en [, edp(x)
“dz e, kT ) (2:9)
Idet ¢, — o for x — o, er Igsningen til (2.9)
2
¢p(z) = époexp {— Z }
€arl
X
= éDo eXp{—\/iz : (2.10)
Stgrrelsen
L, [€okT
d= /=25 (2.11)

er Debye-lengden.
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Ved bestemmelse af konstanten ¢p,, skal der tages hensyn til nzrafskarm-
ningen. For ¢, < < kT/eer op, = @,
Det fremgéir af den foregiende udledning, at et vilkirligt stort potential

effektivt er afskermet inden for ganske f8 Debye-lengder. Det er altsd ikke

muligt at inducere afvigelser fra ladningsneutralitet over omrider, hvis ud-
strekning er vesentlig stgrre end Debye-l&engden. Det skal nu vises, at diffu-
sion af f.eks. elektroner bort fra sidanne omrider heller ikke kan give anled-
ning til veesentlige afvigelser fra ladningsneutralitet i disse omrider.

Betragt et plasma, hvor teetheden i et kugleformet omride med radius R er
lig med n, mens tetheden udenfor er forsvindende. Da elektronernes termi-
ske hastighed er meget stgrre end ionernes, vil elektronerne sgge at diffunde-
re ud fra det kugleformede omride meget hurtigere end ionerne. Vi ser pd
den situation, hvor alle elektronerne har forladt det kugleformede omréide,
mens ionerne endnu ikke har ndet at bevage sig vesentligt. Rumladningstet-
heden i kugleomridet er da p = ne. Integration af Poisson’s ligning (V2p =
—ple,) over en kugle med radius r giver, idet Gauss’ s@tning anvendes pd
venstre siden

4WT2M = —4—7rr3-1E ;

o 7T TSR (2.12)

Lgsningen til (2.12) ses umiddelbart at vere

ne
6e,

6(r) = -

r 4+ konst.; r <R (2.13)

Forskellen mellem det elektriske potential i centeret og pd kuglens overflade
er

A¢ = ¢(R) — $(0) = _g R?. (2.14)

For elektronerne representerer kuglen altsd en potentialbrgnd, hvis dybde,
Ep, er givet ved
ne?

E, =
P 6e,

R?. (2.15)

Som allerede diskuteret, kan en vasentlig diffusion fra en sddan brgnd kun
forekomme, hvis den karakteristiske termiske energi, kT, er stgrre end E,. Vi
konkluderer heraf, at det stgrste kugleformede omride, hvor diffusion kan
give anledning til vesentlig afvigelse fra ladningsneutralitet, er bestemt ved
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E, =«T, (2.16)

hvoraf f&s

T
R=E|2 = Vod. (2.17)

n

Det fglger altsd ud fra disse energimessige betragtninger, at vesentlige
afvigelser fra ladningsneutralitet hverken kan induceres eller spontant fore-
komme over omrider, hvis udstrekning er stgrre end Debye-lengden.

2.3.3. Korteste afstand ved centralt stgd

Nir ladede partikler beveger sig i et plasma, sker det, at de kommer hinan-
den s ner, at de vekselvirker gennem Coulombkrzfter, hvorved deres baner
afbgjes. Sddanne processer kaldes stgd, ofte bruges glosen Coulombstgd. I de
fleste tilfzlde, ndr partiklerne fgr stgdet ikke bevager sig direkte mod hinan-
den, kommer de ikke szrligt tet sammen, derved bliver vekselvirkningerne
og dermed afbgjningerne smé. Den stgrst mulige afbgjning af banerne, 180°,
f3s, ndr to ens ladede partikler fgr stgdet bevager sig direkte mod hinanden;
sddanne stgd kaldes centrale stgd. Vi skal nu beregne den korteste afstand,
der opnds, mellem to ens ladede partikler i et centralt stgd. Vi vil betragte to
partikler, der begge fgr stgdet har den for plasmaet karakteristiske energi kT,
og som begge har elementarladningen e.

Den potentielle energi, E,, af et system af to ladede partikler, hver med
ladningen e og den indbyrdes afstand x, er givet ved

62

T dweox

; (2.18)

Den mindste indbyrdes afstand, b, som de to partikler opnir i deres stgd,
svarer til det punkt, hvor partiklernes kinetiske energi fuldstendig er konver-
teret til potentiel energi.

Eo(z = b) = 2xT. (2.19)

Heraf f8s umiddelbart for den korteste afstand ved centralt stgd

2 d
b= 87r£e KT 8wnd3 -’ (2.20) Korteste afstand
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b som givet i (2.20) representerer kun en karakteristisk nzrmeste afstand,
fordi den er beregnet for den karakteristiske energi «T. I et plasma vil der
vere partikler med meget hgjere energier, og de vil naturligvis komme meget
tettere sammen i stgd.

Stgrrelsen nd3 er antallet af partikler i en terning med Debye-lengden som
kantlengde. P4 Fig. 2.2 er indtegnet linier med konstante nd3 -verdier. Det
fremgdr af figuren, at nd3 er en meget stor stgrrelse for de fleste plasmaer.
Sidste ligning i (2.20) viser derfor, at b normalt er meget mindre end Debye-
lengden.

2.3.4. Fri middelvejlengde mellem Coulombstgd

Den vejlengde, som en plasmapartikel i gennemsnit bevager sig mellem to
Coulombstgd, er en meget vaesentlig karakteristisk parameter. Den kaldes
den fri middelvejlengde, lg;. For at beregne den mi vi fgrst vedtage, hvor
kraftig en afbgjning skal vere, for at vi vil kalde den et stgd. Vi valger kun at
interessere os for de stgd, hvor banebgjningen er 90° eller mere. Figur 2.4
viser banerne for to ens partikler, som under et stgd afbgjes en vinkel 6.

Fig. 2.4. Baner for to ens, stgdende partikler. p er stgdparameteren, 0 er afbgjnings-
vinkelen.

Figuren definerer ogsé stgdparameteren p, som den nzrmeste afstand, der
ville have varet opnet mellem de to partikler, hvis de ikke havde vekselvir-
ket. Har partiklerne begge den translatoriske energi, kT, kan det vises [2], [5]
og [7], at ssmmenh®ngen mellem afbgjningsvinkel og stgdparameter er givet
ved

0 16me kT
cot -2' 2—62—1) (221)
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Afbgjningsvinkler pd 90° eller mere opnés alts3 for stgdparameterverdier

e

= 167e,xT

P< Po = % - (2.22)

Heraf fglger, at tversnittet for stgdprocesser, der fgrer til afbgjninger pd 90°
eller derover, er :

- | @29

Den fri middelvejlengde mellem sidanne stgd er da (se Appendiks 2)

1
li = o (2.24)
Ved brug af (2.22), (2.23) og (2.11) kan (2.24) skrives
lg; = 2567(nd%)d . (2.25)

Idet nd3? som tidligere n®vnt er en meget stor stgrrelse for de fleste plasmaer,
fremgdr det af (2.25), at den fri middelvejlengde mellem Coulombstgd er
meget stor sammenlignet med Debye-lengden.

Den ovenfor gennemfgrte beregning af l;; er meget simplificeret, den tje-
ner blot til at vise, at lg; > > d. I en mere tilbundsgdende beregning af den fri
middelvejlengde mi der ogsé tages hensyn til de mange strejfende stgd, som
hver for sig giver anledning til afbgjninger, der er mindre end 90°, men som
tilsammen efterhdnden vil fgre til store afbgjninger. Ved en beregning af
virkningen af de mange strejfende stgd md der desuden tages hensyn til, at
den afskermning, der er diskuteret i afsnit 2.3.2, bevirker, at to plasmapartik-
ler ikke kan vekselvirke, ndr de er lengere end Debye-l&ngden fra hinanden.
De strejfende stgd har altsd stgdparametre i intervallet fra b til d. Det kan
vises, [2], [S] at virkningen af disse mange strejfende stgd er, at udtrykket
(2.24) skal korrigeres med Coulomblogaritmen In A = In(d/b) og bliver

1

_ 2.
no,lnA (2.:26)

Ikorr =

For de fleste plasmaer ligger InA mellem 10 og 20. Bemark forgvrigt, at d/b
= 8wnd3. Selv med denne korrektion er den fri middelvejlengde meget
stgrre end Debye-lengden.
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2.3.5. Gyroradier

Nir et plasma befinder sig i et magnetisk felt, vil de ladede partikler pd grund
af Lorenz-kraften bevage sig i skrueformede baner langs feltlinierne. Partik-
lens gyroradius er

mv)

_— 2.27
e (227)

Te =

hvor m er partiklens masse, v, dens hastighed vinkelret pd magnetfeltet, og €
dens ladning. For en partikel, som har den karakteristiske energi kT i sin
vinkelrette bevaegelse, fir vi den karakteristiske gyroradius

]

2mk

Tc,kar — B - ‘ (228)

I et plasma er der to karakteristiske gyroradier, en for ionerne og en for
elektronerne.

2.3.6. Sammenligning mellem karakteristiske laengder

I de foregdende underafsnit er der udledt formler for en reekke karakteristiske
lengder. Som et eksempel skal disse l2ngders numeriske verdier nu beregnes
for et fusionsplasma. Beregningerne er udfgrt for et fusionsplasma med n =
1020m-3, kT = 10 keV og B = 1T. De karakteristiske leengder er i tabellen
- ordnet efter stgrrelse. Middelvejlengderne lg ., er beregnet ved hjzlp af
tversnittene for D+ T-processen i Fig. 1.2 for deuteriumenergier p& hen-
holdsvis 10 og 100 keV.

Som det fremgdr af tabel 2.1, dekker de karakteristiske lzngder et meget
stort interval, 24 stgrrelsesordener. En af de mest sliende oplysninger i tabel-
len er miske, at en 100 keV deuteriumkerne i det valgte fusionsplasma i
middel skal bevege sig 2-107 m (= afstanden mellem jordens poler langs
jordens overflade), for den undergir fusion. Det viser, hvor store kravene er
til det magnetfelt, der indeslutter et fusionsplasma. Partiklerne skal kunne
bevage sig mange tusinde km rundt i magnetfeltet uden at ramme de omgi-
vende vagge.

Tabellen giver svar pd fglgende spgrgsmél, der ofte stilles: Hvorfor kan
man ikke fremstille fusionsenergi blot ved at accelerere 2 striler af henholds-
vis deuterium og tritium til ca. 100 keV og rette dem mod hinanden. Hvor
strilerne passerer gennem hinanden, vil der jo ske fusionsprocesser, hvis
energiproduktion mi kunne udnyttes. Svaret er, at det gir ikke, fordi den
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fri middelvejlengde for 90° afbgjning, 1, ., er ca. 200 gange mindre end den
fri fusionsmiddelvejlengde l; g;0n; derfor vil mindre end 1/2% af partiklerne
nd at fusionere, fgr de er bgjet ud af strilerne og tabte. Da der ved en
fusionsproces dannes ca. 10 MeV er det ngdvendigt, at adskillige procent af de
partikler, der er accelereret til ca. 100 keV, fusionerer, ellers giver processerne
ikke energioverskud.

Korteste afstand i centralt stgd b = 7,2-101%m
Middelafstand a=2110"m
Debye-lengde d=74105m
Elektrongyroradius r. = 3,4104m
Iongyroradius r; = 1,4102m

Korrigeret fri middelvejlengde

lkon._ = 1,2105 m

Fri middelvejlengde
Fri fusionsmiddelvejlengde, 100 keV
Fri fusionsmiddelvejlengde, 10 keV

lfri. = 2,5'106 m
lfusion = 2107 m
lfssion = 5:1010m

O 00 NN O v AW

Tabel 2.1. Numeriske verdier for Rarakteristiske lengder 1 et fusionsplasma med
n = 109%m=3,«T = 10keVogB = IT.

2.3.7. Plasmafrekvenserne

Ligesom man ud fra et plasmas grundparametre, n, kKT og B, kan udlede en
rekke karakteristiske lengder, kan man ogsé finde nogle karakteristiske tider
og dermed frekvenser. Den mest grundlzggende frekvens er elektronplasma-
frekvensen.

En simpel udledning af elektronplasmafrekvensen kan opnds ved at betrag-
te et uendelig stort plasma i et koordinatsystem som vist pd Fig. 2.5.

// NN VO NA N NN cn//
\ NN NN NN N o
NN \\\\ N \\\ N 8
Neutrolt K\\\ N lonplasma N = Neutrolt
\ NN N N \\\\ ‘Q!.,
N NN AN N \\ —
\ AN N \4\ AN N NN\ N "L{J/
N \\ AN ‘T\ AN N 3 h
-—/\\\ < \0\\ A \\\\;5/
/// N E(x) N\ \\ \_A_X’_\’ //
Gsmo N RN md
\ N NN NN NN
M\ \\\ \\\ NN N N /
SN N N N N YN N A

Fig. 2.5. Svingende elektronlag 1 ionplasma.
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De elektroner, som i det uforstyrrede plasma ville befinde sig i et lag af
tykkelse h mellem x = -h/2 og x = h/2, tenkes sammenpresset i et tyndt lag
(Ax < < h) op til x = h/2. Ionerne tznkes uforstyrrede med tetheden n. I
omridet mellem x = -h/2 og x = h/2 opbygger ionernes ladningstethed, ne,
et elektrisk felt, der er symmetrisk omkring x = 0 og bestemt ved Maxwell-

ligningen
dE _ ne (2.29)
dz Eo
Den Igsning til (2.29), der er symmetrisk omkring x = 0, er
E(z) = Z—:x , (2.30)

som ogsd er vist pd Fig. 2.5.

Det tynde elektronlag tenkes fra t = 0 at kunne bevage sig som et stift
legeme under pdvirkning af det af ionerne dannede elektriske felt, uden at
binzre stgd har indflydelse pd bevaegelsen. En arealenhed af elektronlaget har

massen nm.h og ladningen — neh. Bevagelsesligningen for elektronlaget bli-
ver da :

d’x(t) _  n’e’h

nmeh TRl . x(t), (2.31)
som med betingelsen x(0) = h/2 har lgsningen
h . [ ne?
z(t) = 3 exp [1 — tj| . (2.32)

Elektronerne vil altsd svinge mellem yderpunkterne x = #* h/2 med elek-
tronplasmafrekvensen (vinkelfrekvensen)

2
Wpe = ,/::EO . (2.33)

Elektronplasmafrekvensen er altsd en karakteristisk frekvens, hvormed en
forstyrrelse i elektrontetheden vil svinge. Bemerk, at frekvensen er uafhen-
gig af lagtykkelsen h. Det vil senere blive vist, at elektronplasmafrekvensen
har en meget mere generel betydning; f.eks. kan elektromagnetiske bglger
kun transmitteres gennem et homogent plasma, hvis deres frekvens er stgrre

end w,.. Bemzark ogs, at det varer en elektronplasmaperiode (= wp,1) for en
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elektron med den karakteristiske energi, «T/2, at tilbagelegge en Debye-
lengde.

Erstattes m, med m; i (2.33), fis ionplasmafrekvensen

2
wei = || . (2.34)
m.eo

Ionplasmafrekvensen er ogsd en vesentlig karakteristisk frekvens for et
plasma, f.eks. kan et homogent plasma transmittere longitudinale tzthedsbgl-
ger (ionakustiske bglger) med frekvenser op til wp;.

2.3.8. Gyrofrekvenserne

Nir et plasma befinder sig i et magnetfelt, bevaeger de ladede partikler sig
rundt om feltlinierne i deres gyrobevagelser. De tilsvarende gyrofrekvenser
er ogsd karakteristiske frekvenser for plasmaet. Elektrongyrofrekvensen er

wee = B (2.35)

e

og iongyrofrekvensen er

eB

m;

Wei =

(2.36)

2.3.9. Kollisionsfrekvenser

Ud fra de frie middelvejlengder mellem stgd og de karakteristiske termiske
hastigheder kan man beregne karakteristiske kollisionsfrekvenser. Vealger
man at benytte den korrigerede frie middelvejlengde for 90° stgd (2.26), fis

den karakteristiske kollisionsfrekvens vy, = Vy/lgom som for elektronerne
bliver

2T

Vkorr,e = /lkorr , (237)
og for ionerne
2T
L= . 2.38
Vkorr,i e /]korr ( )

1
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De korrigerede kollisionsfrekvenser i (2.37) og (2.38) gzlder for henholds-
vis elektroners stgd mod elektroner og for ioners stgd mod ioner. Imidlertid
stgder elektronerne og ionerne ogsd mod hinanden, og sddanne stgd vil ogsd
afbgje partiklernes baner. For et elektron-ionstgd vil det generelt gzlde, at
ionerne kan betragtes som hvilende og tunge i forhold til elektronerne. Da
der er impulsbevarelsé under disse stgd, er det kun den lette elektron, der fir
bgjet sin bane vesentligt. Ionen er ret updvirket under stgdet. Nir en elek-
tron stgder mod en ion, er stgdparameteren for 90°-afbgjning dobbelt si stor
som angivet i (2.22) for elektron-elektronstgdet. Grunden er netop, at den
tunge ion ligger stille under stgdet. Elektron-ionstgdet har derfor en fire
gange mindre fri middelvejlengde end elektron-elektronstgdet, og vi fir der-
med en karakteristisk frekvens for elektron-ionstgd, som er

2kT

M

Ukorr,ei = 4 [lkorr (2.39)

2.3.10. Sammenligning mellem karakteristiske frekvenser

Vi betragter igen fusionsplasmaet fra underafsnit 2.3.6 med n = 1020 m-3, T
= 10 keV og B = 1T og finder fglgende numeriske verdier for de karakteri-
stiske frekvenser

Elektronplasmafrekvensen Wpe = 35,6101 rad/s
Ionplasmafrekvensen wp; = 1,3-1010 rad/s
Elektrongyrofrekvens 0 = 1,810 rad/s
Iongyrofrekvens o = 9,6:107 rad/s
Elektronkollisionsfrekvens Vkorre = 9,3'102 571
Ionkollisionsfrekvens Vkorr,i = 12571
Elektron-ionkollisionsfrekvens Viorrei = 21:103s1.

Som det fremgdr, dekker disse frekvenser ogsd et meget stort omride (ca.
10 stgrrelsesordener). De tre kollisionsfrekvenser er ca. 6 stgrrelsesordener
lavere end gyro- og plasmafrekvenserne, som alle ligger over ca. 100 Mrad/s.

2.3.11. Uddybet definition af plasmabegrebet

I kapitel I er et plasma defineret som en gas af ladede partikler. Ved hjzlp af
de karakteristiske parametre, der er behandlet fgrst i dette kapitel, kan defini-
tionen af begrebet plasma nu uddybes.
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Det blev vist i underafsnit 2.3.2, at et plasma af energimassige grunde mé
vere elektrisk neutralt over omrider, der er stgrre end Debye-lengden. Har
man pd den anden side en samling af ladede partikler, hvis rumlige udstrzk-
ning er lille sammenlignet med Debye-l&ngden, har partiklerne mulighed for
at bevaege sig vak fra hinanden - det er altsd en samling af frie partikler. En
sidan samling vil man ikke kalde et plasma. En gas af ladede partikler vil kun
bliver kaldt et plasma, hvis den er s stor, at dens linezre udstrekning er stor
sammenlignet med Debye-l&ngden. Denne definition indebzrer, at et plasma
udadtil er (nasten) elektrisk neutralt, eller at det bestar af (nzsten) lige
mange elektroner og positive enhedsladninger.

Hvis f.eks. elektronerne forsgger at forlade et plasma, vil de tilbageblevne
ioner samlet opsette et elektrisk felt, som vil treekke elektronerne tilbage. Et
sddant felt, der skyldes mange partiklers samlede virkning, kaldes et kollek-
tivt felt, og vekselvirkningen mellem partikler gennem et sddant felt kaldes
kollektiv vekselvirkning. Svingninger af den type, der er diskuteret i underaf-
snit 2.3.7, skyldes helt klart kollektiv vekselvirkning. En af de vasentligste
forskelle mellem et plasma og en normal gas er, at vekselvirkningen mellem
plasmapartiklerne hovedsagelig sker gennem kollektive felter, medens, som
vist i underafsnit 2.3.4, binzre stgd er af lille betydning. I en normal gas
vekselvirker partiklerne kun gennem stgd.
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3. LADEDE PARTIKLERS
BEVAL.GELSE I ELEKTRISKE OG
MAGNETISKE FELTER

I kapitel 2 blev det vist, at binzre stgd mellem ladede partikler i et plasma er
sjzldne begivenheder, nir plasmaperioden eller gyroperioden bruges som
tidsenhed. For fusionsplasmaet behandlet i underafsnit 2.3.5 vil de ladede
partikler endog bevaege sig meget lengere end plasmaets dimensioner mellem
stgd. De ladede partikler i et plasma vil derfor i det store og hele kun pdvirkes
af de elektriske og magnetiske felter, som er til stede i plasmaet. S&danne
felter kan dels vere ydre pitrykte felter og dels inducerede felter, der er
genereret kollektivt af selve plasmaets partikler, som via rumladningstathe-
der genererer elektriske felter og via strgmme genererer magnetiske felter.

I dette kapitel ser vi pd ladede partiklers bevagelse i forskellige feltkonfigu-
rationer, som har interesse i fusionsforskningen.

3.1. Bevagelsesligningen

Vi betragter en partikel med massen m og ladningen q, der bevaeger sig med
hastigheden v(t) i et omride med et elektrisk felt E(r,t) og et magnetisk felt
B(r,t). Partiklens bevegelsesligning er

av()

5 = 4B 1) +qv(t) x B(r,1) . (3.1)

Ved lgsning af (3.1) skal man benytte E- og B-feltets verdier i partiklens
aktuelle position r(t) = [v(t)dt + const.

I det almindelige tilfelde, hvor E(r,t) og B(r,t) er inhomogene og tidsvarie-
rende felter, er det yderst kompliceret at finde lgsninger til (3.1). Ofte kan
lgsningen kun opnéds ved numeriske beregninger.

I nzste afsnit behandles en rekke specialtilfeelde, hvor analytiske lgsninger
til bevagelsesligningen kan opnéds. Her skal blot nzvnes nogle mere generelle
egenskaber ved lgsningen til (3.1) for tilfelde, hvor E- og B-felterne har
specielle egenskaber.
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3.1.1. Inhomogent men tidsuafhzengigt magnetfelt, E = 0

Vi ser pi en situation uden elektrisk felt og med et inhomogent, men tidsuaf-
hengigt magnetfelt. Af bevaegelsesligningen

m%tl — qv(t) x B(x) | (3.2)

fremgar, at den magnetiske kraft stir vinkelret pé partiklens hastighed, derfor
udfgrer den intet arbejde, og partiklens kinetiske energi, mv2/2, forbliver
konstant. Der gelder derfor fglgende regel: en ladet partikel, der bevaeger sig
i et tidsuafhengigt magnetfelt uden pavirkning af andre krafter, har konstant
kinetisk energi.

Denne regel gzlder ikke, hvis magnetfeltet varierer i tid, fordi et tidsvarie-
rende magnetfelt genererer et elektrisk felt, som er bestemt ved Maxwell-lig-
ningen VXE = —9B/ot. Dette E-felt har generelt en komponent i partiklens
bevagelsesretning, og det vil derfor forandre dens kinetiske energi.

Reglen om en ladet partikels konstante kinetiske energi i et tidsuafhengigt
magnetfelt er kun med tilnzrmelse korrekt. Det er kendt, at ladede partikler,
der accelereres, udsender clektroﬁnagnetisk strdling. Da de ladede partikler i
et magnetfelt accelereres af Lorentz-kraften, udsender de strélingsenergi, som
kaldes cyclotronstriling eller synkrotronstriling. I praksis er cyclotrontabene
fra et fusionsplasma relativt smé, og de vil ikke blive behandlet her. Interesse-
rede henvises til [3], [S], [6] og [7], hvor detaljerede behandlinger findes.

3.1.2. Inhomogene men tidsuafhangige felter

Vi betragter nu en ladet partikel, der bevaeger sig i et omréde, hvor bide det
elektriske og det magnetiske felt er tidsuafhengige, men gerne inhomogene.
Et tidsuafhengigt elektrisk felt kan som bekendt udtrykkes ved et potentiale
¢(r) gennem ligningen E = - V. Da det konstante magnetiske felt igen ikke
kan udfgre arbejde pd partiklen, er dens totale energi,

Eior = —mv? 4 qé(r) + konst , (3.3)

| =

invariant under bevaegelsen. Heraf ses, at omrider, hvor q¢(r) > E, - konst,

er off limits for partiklen; den kan af energimassige grunde ikke treenge ind i
sddanne omrider.
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3.2. Bevaegelsesbaner i Simple Feltkonfigurationer

I dette afsnit findes og diskuteres lgsningerne til bevegelsesligningen (3.1)
for nogle situationer med szrligt simple feltkonfigurationer.

3.2.1. E = konstant i tid og rum,B = 0

For denne situation tager bevagelsesligningen (3.1) formen

dv
— —=gE .
m— =4E, (3-4)

der viser, at partiklen accelereres i E-feltets retning, medens dens hastigheds-
komponent vinkelret pd E-feltet er konstant. Partiklen vil altsd fglge en
parabelformet bane ligesom en partikel i et frit fald i et tyngdefelt.

3.2.2. B = konstant i tid og rum,E = 0

Beveagelsesligningen er nu

dv
mﬁ =qvxB. (3.5)

v opspaltes i komponenter vinkelret pd og parallel med B-feltet
v:v_|_+V" , (3‘6)

hvorved (3.5) deles op i

md_vtl' =0 (3.7)
0g
dV_L .
m-—d-t—.:qV.LXB. (38)
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Lgsningen til (3.7) ses direkte at vere ¥y = konstant. Af (3.8) ses, at
accelerationen stir vinkelret p4 v, dvs. |v,| = konstant, og partikelbanen er
en cirkelbane, hvis radius r, bestemmes af

2

v
m—+ =qu, B, (3.9)
Te
altsd
_myy
=g (3.10)

r. kaldes i fleng gyroradius, cyklotronradius eller Larmorradius.
Vinkelfrekvensen, w,, der tilsvarende kaldes gyrofrekvensen, cyklotron-
frekvensen eller Larmorfrekvensen, bestemmes ved w1, = v, altsd

w =1 (3.11)

m

Den fulde lgsning til (3.5) bliver da, at partiklen fglger en skruelinie med
stigningen 2wrmv) /qB. Centret i den vinkelrette cirkelbevaegelse fglger skrue-
liniens akse, altsd en bestemt magnetfeltlinie. Dette center kaldes ledecenter
(guiding center). Set i retning modsat magnetfeltliniernes roterer en positivt
ladet partikel med uret i sin gyrobevagelse og en negativ partikel mod uret.

3.2.3. E og B begge konstante i tid og rum, E LB

Vi indlegger et koordinatsystem, som vist pd Fig. 3.1 med z-aksen i B-feltets

retning og y-aksen i E-retningen. Bevagelsesligningen bliver for dette tilfel-
de

m%:qE-{-qva. (3.12)

Da E LB er der ingen krefter, der pavirker partiklen i B-feltets retning,
derfor er dens hastighedskomponent i B-retningen konstant, vy = konstant.
Bevagelsen vinkelret pd magnetfeltet ville uden E-feltet vere en cirkel som
vist punkteret pd Fig. 3.1. Ud fra simple fysiske argumenter er det let at

42

Gyroradius
Cyklotronradius
Larmorradius

Gyrofrekvens
Cyklotronfrekvens
Larmorfrekvens

Ledecenter



forudse, hvorledes banen @ndrer sig, nir E = E y introduceres. Nér partik-
len i sin bane er p3 vej opad, accelereres den af E-feltet, hvorved dens gyrora-
dius ifglge (3.10) forgges - banen bliver mindre krum. Nér partiklen har niet
banens gverste punkt, vender den og bevager sig mod E-feltet; den decelere-
res, dens hastighed og dermed gyroradius aftager, og banen bliver mere og
mere krum. N&r partiklen har ndet banens nederste punkt, vender den og
bevager sig igen i E-feltets retning. Resultatet m3 blive en bane som antydet
pd Fig. 3.1, altsd en bane, hvori partiklen driver i §-rctningcn vinkelret pd
bide B- og E-felterne.

y
q>0
N VG
\ /
\\ __//
» X
/ B=B2
z
Fig. 3.1. Positivt ladet partikels bevegelse i E L B-konfiguration.
For at beregne partikelbanen ved hjelp af (3.12) szttes
_ .., ExB
VL=Vt T (3.13)
Hermed bliver bevaegelsesligningen
mdvi—E+ v x B ExB B = ov*
dt =4q qv X +q 32 X —qleB. (314)

(3.14) er helt analog til (3.8). v* beskriver derfor en cirkelbane, som beskre-
vet i 3.2.2. Partiklens samlede beviegelse, som er beskrevet ved (3.13), bliver
altsd en superposition af cirkelbevegelsen v* og en driftbevegelse, der stir
vinkelret pd bide B og E, og som er givet ved

ExB
Vg = 32

(3.15) E x B-drift
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S8danne bevaegelsesbaner kaldes cycloider. Bemerk, at drifthastigheden er
uafhengig af partiklens ladning, energi og masse. Elektroner og ioner fglges
ad. Denne driftbevagelse kaldes ofte E x B-drift.

3.2.4. Ydre kraft, K, vinkelret pd homogent magnetfelt, E = 0

I visse tilfelde kan et plasma i et magnetfelt v'&re pdvirket af en ydre kraft,
som stdr vinkelret pd feltlinierne, det kan f.eks. veere en tyngdekraft eller en
centrifugalkraft. Bevagelsesligningen bliver i sidanne tilfeelde

m(fl—::K+qva, (3.16)

som er identisk med (3.12), hvis K erstattes med qE. I denne konfiguration
fir partiklerne derfor en baneform som i E L B-konfigurationen, men driftha-
stigheden bliver

_KxB

Bemerk, at drifthastigheden her er ladningsafthengig og derfor modsat rettet
for elektroner og for ioner. Der opstdr derfor en strgm i plasmaet, som lgber
vinkelret pd béde kraften og pﬂ feltlinierne. Denne driftbevaegelse kaldes ofte
K x B-drift. '

3.2.5. Inhomogent magnetfelt med transversal gradient (VB_LB),E = 0

P4 Fig. 3.2 er koordinatsystemet lagt siledes, at magnetfeltlinierne peger i
E-retningen, og magnetfeltstyrken vokser i ;c-rctningen, medens den er kon-
stant i y-retningen.

Vi antager, at magnetfeltet varierer svagt, sdledes at det er nasten konstant
over en ladet partikels gyrobane (r|/VB|/B < < 1). Da de ladede partikler ikke
pdvirkes af krefter i magnetfeltets retning, beveger de sig med konstant
hastighed langs feltlinierne, og vi ngjes igen med at betragte banernes projek-
tion pd xy-planen. Hvis feltet havde varet konstant, ville en positiv partikel
have bevaget sig i en cirkelbane som skitseret med punkteret linie pd Fig.
3.2. Da feltet imidlertid vokser i X-retningen, vil en partikel, der starter i
punktet A og bevager sig opad, lgbe ind i et svagere felt, hvorved dens
gyroradius vokser. Nir den har passeret sin banes gverste punkt, vender den
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X

Fig. 3.2, Positivt ladet partikels bevegelse i inhomogent magnetfelt med transversal
gradient.

og Igber ind i et voksende felt, hvorved dens gyroradius bliver mindre og
mindre. Efter at have passeret banens nederste punkt lgber den igen ind i det
svage felt og fir stgrre gyroradius. Banen m4 derfor fi den form, som er vist
fuldt optrukket pd figuren. Resultatet er, at partiklen driver i ;-retningen,
vinkelret pd bide B og VB.

For at beregne drifthastigheden skrives feltet pd formen

B =B,(l+z/L)=B,(1+z/L)z, (3.18)

hvor antagelsen om, at feltet varierer svagt, er ensbetydende med, at skala-
lengden L > > r.. Bevagelsesligningen (3.1) tager nu formen

m—= = qvy x Bo(1+z/L), (3.19)

dV_L
t

hvor x er partiklens aktuelle x-koordinat. Da x/L er en lille stgrrelse, kan

dette led betragtes som en perturbation, og ligning (3.19) lgses nu ved en
perturbationsmetode. Vi sztter

Vi =Ve, +V1,, (3.20)

hvor vi kraever, at v, , skal vere lgsning til (3.19) uden det lille perturbations-
led, alts3 til

m— = = qVo, X B, . (3.21)
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v, repraesenterer derfor cirkelbevagelsen i et homogent magnetfelt som
behandlet i afsnit 3.2.2 og som vist punkteret pd Fig. 3.2. v| , reprasenterer
den lille afvigelse fra den rene cirkelbevagelse, som skyldes perturbationsled-

det x/L. Kombination af (3.19), (3.20) og (3.21) giver efter bortkastelse af led
af anden orden

dVl_L
T

Lo

L )

=gqvi, XB,+¢v,, xB, (3.22)

hvor x, er partiklens x-position i den rene cirkelbevagelse givet ved (3.21).
Indfgres vinklen wt som vist pd Fig. 3.2, fis

zo = resinwt (3.23)

og

Vo, = Vo, COSWiX — v,, sinwty . (3.24)

Hastighedsperturbationen v, , kan nu findes vha. (3.22). Vi er ikke her inter-
esserede i at kende vy, (t) som funktion af tiden i detaljer, men kun dens
middelverdi over en gyroperiode. Midles (3.22) over en periode f3s

dvlJ_

x
m(—=) = q(vie X Bo) + g({vo, x Bo

)

(3.25)

Venstre side i (3.25) er lig 0, fordi det tidsligt konstante magnetfelt ikke kan
tilfgre partiklen energi. Heraf fglger

(viL) = =(vo, ), (3.26)
der med (3.23) og (3.24) fgrer til
(Vi) =vo, 55 9, (3.27)

der kan skrives pd den generelle form
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w, B x (VB)

(Vi) = Varist = PE )

(3.28)

hvorw, = mv§/2. Denne driftbevagelse kaldes ofte VB-drift.

Bemerk, at drifthastigheden for en ladet partikel i det inhomogene felt
vokser proportionalt med partiklens kinetiske energi i bevagelsen vinkelret
pa feltlinierne, og at driftretningen er modsat for elektroner og ioner.

3.2.6. Ladede partiklers bevagelse i toroidale felter

I et simpelt toroidalt magnetfelt har feltlinierne form som lukkede cirkelfor-
mede ringe. Et toroidalt magnetfelt kan f.eks. genereres ved hjzlp af magnet-
feltspoler lagt omkring en torus som vist p Fig. 3.3a. Bemerk, at ngjagtig
den samme feltkonfiguration inde i torus vil blive genereret af en lodret leder
i symmetriaksen, som fgrer en strgm I, der er lig summen af strgmmene i de
enkelte spoler. Figur 3.3b viser et snit gennem en toroidal konfiguration. R,
kaldes storradius, og R er en variabel afstand fra den lodrette centerlinie.
Lilleradius, a, representerer radius i det torusformede kammers tversnit, og
r er en variabel afstand fra dette tveaersnits centrum. ¢ og 0 er to variable
vinkler i det toroidale koordinatsystem. I et sddant system er magnetfeltstyr-
ken givet ved '

B(R):—gﬂ

. R, -
R ¢ = —B(RO)E ¢, (3.29)

hvis strgmmen i spolerne lgber som vist pé Fig. 3.3b.

Ladede partikler, der bevager sig rundt langs magnetfeltlinierne i denne
feltkonfiguration, udfgrer to driftbevaegelser: a) en K x B-drift og b) en VB-
drift.

a) K x B-driften skyldes, at partikler, der bevager sig langs de cirkelformede
magnetfeltlinier med hastighed vy, vil fgle sig pivirket af en udadrettet
centrifugalkraft

[N

v

~

R. (3.30)

K.=m

|

Indszttes denne kraft i (3.17) fis
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a) Spoler

Torus Feltlinier

b)

I Spole

| %\ /
Al YN+
Ro

Fig. 3.3. Toroidalt system.

muv

2
L
75 Rx9). (3.31)

Vg = —

Positive partikler driver altsd nedad, negative opad, nir det toroidale felt er
lagt i -@-retningen.

b) VB-driften skyldes, at feltet har en gradient i R-retningen, og den findes
ifplge (3.29) til

VB(R) = _5%9 R, (3.32)

der efter indsttelse i (3.28) giver

1 2
rift qRB

(¢ xR). (3.33)
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Igen driver positive partikler nedad og negative opad.

Da der i et termisk plasma er dobbelt s& megen energi i partiklernes
bevaegelse vinkelret pd magnetfeltet (2 frihedsgrader) som i deres bevagelse
parallelt med feltlinierne (én frihedsgrad), vil K X B-driften (3.31) og VB-drif-
ten (3.33) vare lige store i middel over alle plasmaets partikler.

De to ovenfor diskuterede driftbevaegelser fir ionerne i et plasma, der er
indesluttet i det toroidale magnetfelt, til at bevage sig nedad, og elektronerne
opad. Der opstir derfor en ladningsadskillelse med en positiv rumladnings-
tethed forneden i plasmaet og en negativ foroven. Disse rumladninger gene-
rerer et opadrettet elektrisk felt i plasmaet, som derefter giver anledning til en
E x B-drift, som for alle partikler er udadrettet (R-retningen), og som derfor
fgrer hele plasmaet ud mod beholdervaeggen. Et plasma kan derfor ikke
holdes effektivt indesluttet i denne simple toroidale magnetfeltkonfiguration.
Senere i kapitel 5 diskuteres den sikaldte tokomakkonfiguration, som er en

modificeret toroidal konfiguration, hvor man undgér den udadrettede E X B-
drift.

3.3. Adiabatiske Invarianter

Det er kendt fra den klassiske mekanik, at man ofte kan opskrive stgrrelser,
som holder sig konstante under et legemes bevagelse, de sdkaldte bevaegelses-
konstaner. Den totale energi, der er summen af kinetisk og potentiel energi,
af en partikel, der bevager sig i et konservativt kraftfelt, er et eksempel pd en
bevegelseskonstant. Bevaegelsesmengdemomentet af en partikel i et centralt
kraftfelt er en anden velkendt bevagelseskonstant. For ladede partikler i et
tidsuafhengigt magnetfelt er det allerede navnt, at den kinetiske energi er en
bevegelseskonstant.

For ladede partikler, der bevager sig i magnetfeltet, kan man definere
stgrrelser, som holder sig konstant, selv nir magnetfeltet @ndrer sig, blot
@ndringshastigheden er tilstrekkelig lille. Sddanne stgrrelser kaldes adiaba-
tiske invarianter. Her omtales 3 sddanne invarianter, nemlig det magnetiske

moment, den longitudinale invariant og fluxinvarianten.

3.3.1. Det magnetiske moment. Spejlmaskiner

Vi betragter en ladet partikel, der befinder sig i et magnetfelt, som @ndrer sig
enten i tid eller i rum. Lad @ndringen i det magnetiske felt, som partiklen
foler, vere sd langsom, at
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dB 1
—d? -B—(( We . (334)

For en lukket strgmslgjfe defineres det magnetiske moment, p, som pro-
duktet af slgjfens areal, A, og den strgm, I, der lgber i slgjfen, altsd

u=1IA. (3-35)

Gyrocirkelbanen for en ladet partikel i et magnetfelt reprasenterer en luk-
ket strgmslgjfe med A = wrl, og med I = q w/2w. En sidan partikels
magnetiske moment kan derfor ved brug af (3.10) og (3.11) udtrykkes som

1.2
2 We _ My

p=arig oo =S (3.36)

Det magnetiske moment er altsd lig med partiklens kinetiske energi i dens
vinkelrettede bevaegelse divideret med feltstyrken.

Et magnetisk moment opfattes ofte som en vektor, dens retning bestemmes
af den normal til strgmslgjfens areal, der er parallel til det af strgmmen
genererede magnetfelt gennem dette areal. For ladede partikler i et magnetfelt

er det magnetiske moment modsat rettet det ydre B-felt og kan altsd udtryk-
kes som

lmvi —wy
2tB= B, (3.37)

p=-

hvor w, er den kinetiske energi i partiklens vinkelrette bevagelse.

Det fremgér af (3.37), at et plasma svakker det magnetfelt, hvori det befin-
der sig, - det er et diamagnetisk medium. Senere i kapitel 5 vil et plasmas
diamagnetiske egenskaber blive diskuteret nermere. Her skal blot nzvnes, at
magnetiseringen, der defineres som det samlede magnetiske moment pr.

rumenhed, i et plasma med tzthederne n; og n,. og temperaturerne T; og T, af
(3.37) findes til

n kT, + nikT;

M= B2

B. (3.38)

(Husk at der er 2 frihedsgrader i den vinkelrette bevegelse, og at middelener-
gien pr. partikel i hver frihedsgrad er = «T/2).

Det skal nu vises, at p. er en invariant under en ladet partikels bevagelse i
et felt, der opfylder (3.34). Lad os betragte et homogent felt B(t), og lad os
antage, at det kun er feltets styrke, der varierer, alts at 9B/ot er parallel med
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B. Da feltet er tidsvarierende, inducerer det et E-felt, der bestemmes ved
Maxwell-ligningen

v xE=_%]—t3-. . (3.39)

Nir partiklen roterer i sin gyrobane, pivirkes den af E-feltet, der enten
accelererer eller decelererer den. Den @ndring i sin vinkelrette kinetiske
energi, som partiklen fir under en baneomgang, kaldes Aw | , og den beregnes
ved at integrere E-feltets arbejde langs banen (se Fig. 3.4a)

Awy =q j{ E.ds, (3.40)

her er ds et vektorielt baneelement, og $ betyder integration en gang rundt
langs den lukkede cirkelbane. Ved brug af Stokes s®tning om integration af
vektorfelter samt (3.39), (3.35) og (3.37) kan (3.40) omskrives som fglger, se
ogsd Fig. 3.4a,

Awy = q/(VxE)-da:—q %—?-dc‘
A A
_ 0B _ 6B p  wy
_ _QE.A__qat.q%s_B2B-AB. (3.41)

Slgjfens areal opfattes i (3.41) som en vektor parallel med p. AB er ndringen
i B-feltet i lgbet af en gyroperiode, 27/w, . (3.41) giver nu direkte Aw  /w |, =
AB/B eller

B = —_B— = konst . (342)

Heraf ses, at det magnetiske moment holder sig konstant under bevagel-
sen. Betingelsen (3.34) om langsom feltvariation er brugt implicit, nemlig ved
antagelsen, at A i (3.41) er en veldefineret stgrrelse. Kun i greensen dB/at — 0
er partiklens bane en lukket cirkel. For endelige vardier af dB/at bliver banen
spiralformet, og dermed bliver arealet drligt defineret.

Kombination af (3.11) og (3.36) giver

2
q 2
= B). 3.43
[ 5 (mriB) ( )

51

Gyrobanens omsluttede
flux er konstant



Da . er en konstant, fremgér af (3.43), at den flux, som partiklens gyrobane
omslutter, ogsd er konstant.

Vi betragter nu en ladet partikel, der bevager sig i et tidsuafhengigt, men
inhomogent magnetfelt, som vist pd Fig. 3.4b. Partiklens hastighedsvektor
har en komponent i feltets retning, og feltets retning og feltets styrke varierer
ogsd i feldiniernes retning. Det antages, at partiklen bevager sig s langsomt
langs fletlinierne, at

% VB ((B . | (3.44)

VB betyder den afledede af B i B-liniernes retning.

Set fra det koordinatsystem, der bevager sig med hastigheden vy, beveger
partiklen sig i et felt, der varierer langsomt i tid, dvs. (3.34) er opfyldt, og
partiklens magnetiske moment holder sig derfor konstant. Ydermere vil ifgl-
ge (3.43) den flux, som partikelbanen omslutter, veere konstant, hvilket inde-
barer, at partiklen bevager sig pd overfladen af et kraftliniergr, som antydet
pd Fig. 3.4b.

Af \’s invarians fglger, at ladede partikler kan reflekteres fra omrider med
sterkt magnetfelt. Dette udnyttes i de sikaldte magnetiske spejlmaskiner,
hvis magnetfeltkonfiguration er vist pd Fig. 3.4c. Magnett\'eltet genereres af to
spoler med fzlles akse og med samme strgmretning. Feltstyrken er lille midt
i maskinen (B, pd Fig. 3.4d) og vokser ud mod spolerne for at nd sin maxima-
le verdi, B, n®r spolernes midtplan. Lad os betragte en partikel, der
passerer maskinens midtplan, z = 0, med en hastighedsvektor v,, der danner

vinklen 6, med magnetfeltlinierne. Dens hastighedskomponent vinkelret pd
magnetfeltet er

Vo, = Uosinb, . (3.45)

Nér partiklen har bevaget sig et stykke ud mod en af spolerne, hvor felt-
styrken er B, har den hastighedsvektoren v, som nu danner vinklen 6 med
magnetfeltlinierne, og der gzlder

vy = vpsinf . (3.46)

(v = v, da magnetfeltet intet arbejde kan udfgre).
Betingelsen . = konstant giver

2

MVl , (3.47)
2B, 2B
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a) A 1é(t)

Fig. 3.4. a) Skematisk fremstilling of magnetisk moment.
b) Partikelbane i felt med gradient i feltretningen.
¢) Magnetisk spejlmaskine.

d) Magnetfeltstyrke i magnetisk spejlmaskine.
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eller med (3.45) og (3.46) indsat

sin2, _ sin®f
B, ° B

(3.48)
Heraf fremgar, at partiklen, der vender nir 8 = 90°, vil blive reflekteret i
det punkt, hvor

B,
B = .
sin? 4,

(3.49)

Det fremgér yderligere, at alle partikler, som midt i maskinen har en
hastighedsvektor, hvis vinkel med feltlinierne er stgrre end en bestemt vardi,
0;, vil blive reflekteret, inden de passerer punktet med maksimalt magnetfelt,
B ax- 6;, bestemmes af

sin?f, = =2 = far - (3.50)

Partikler, som midt i maskinen har vinkler med feltlinierne, som er min-
dre end 0;, vil ikke kunne reflekteres; de Igber ud af maskinen gennem det
stzrke felt. fy; kaldes det magnetiske spejlforhold.

En spejlmaskine kan altsd i princippet holde et plasma indesluttet, men
hastighedsfordelingsfunktionen for det indesluttede plasma er speciel, idet
der ikke findes partikler med hastigheder inden for en konus med vinklen 0;.
Denne konus kaldes tabskonus (loss cone), og det har vist sig, at manglen p3
partikler med hastighedsvektorer i denne konus bevirker, at plasmaet bliver
ustabilt. Det er kun gennem de sidste f3 dr, der er fundet metoder, hvorved
disse instabiliteter kan undertrykkes; men alligevel er chancerne for, at spejl-
maskiner kan udvikles til fusionsreaktorer, ret sma.

3.3.2. Den longitudinale invariant

Den longitudinale invariant, ], er en anden adiabatisk invariant af betydning
for magnetiske spejlmaskiner. Den generelle definition er

Sa

J = fv"ds , (3.51)
S

hvor ds er et linieelement pd ledecentrets bane. S; og S, er de to magnetiske

spejlpunkter, hvor partiklen reflekteres, deres position ®ndrer sig langsomt
med tiden.
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Vi ngjes her med at vise, at J er en adiabatisk invariant for den simple
situation, hvor S, og S, betragtes som hérde vegge, som partiklen stgder
elastisk imod, medens dens hastighed holder sig konstant mellem stgdene. Vi
antager, at kun S, bevager sig, og at den som antydet pd Fig. 3.5 har hastighe-
den V i retning mod §,. Afstanden mellem S, og S, kaldes L(t), og der gzlder
dL(t)/dt = -V.

En ladet partikel, P, der oscillerer mellem §, og S, og har hastigheden v(t),
vil fi v, forgget med 2V, hver gang den reflekteres fra S,. Frekvensen, hvor-
med P kolliderer med S, , er v|(t)/2L, og derfor er tilveksten i partiklens
parallelle hastighed givet ved

do ) _ o, o _ _ v dL(t) 3.52
AT A TR (3.52)

Heraf fglger
J =y L = konst. (3.53)

L (t)
T N
RN P S\

Fig. 3.5. Ladet partikels reflektion mellem bevegelige spejle.

Beviset for, at ] som givet ved den generelle definition (3.51) er en adiaba-
tisk invariant, kan f.eks. findes i [10].

At vjL holder sig konstant, nr spejlene nzrmer sig hinanden, betyder, at
partiklens hastighed vokser, den bliver mere energirig. Fermi har foresldet, at
denne mekanisme skulle vaere ansvarlig for accelerationen af nogle af de
hgjenergetiske partikler i det interstellare rum. Han gdr ud fra, at der i
universet findes bevagelige spejlfelter, f.eks. t2t ved stjernerne.
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3.3.3. Den adiabatiske fluxinvariant

Vi betragter igen den magnetiske spejlkonfiguration pd Fig. 3.4c. Vi ser pd en
ladet partikel, hvis gyrocenter, der ofte kaldes ledecenter, ligger pd en af de
krumme magnetfeltlinier uden for systemets akse. Hvis magnetfeltliniens
krumningsradius er R og den parallelle hastighed vp foler den en udadrettet
centrifugalkraft K., som allerede er diskuteret i afsnit 3.2.6, og som har
stgrrelsen mvzl/R. Da denne kraft stdr vinkelret pd magnetfeltlinierne, bevir-
ker den, at den ladede partikel fir en drifthastighed i azimutal retning, som
" vist for en positiv partikel pd Fig. 3.6.

b) a)
Partikelbane
- i konstant
// magnetfelt
/

Ledecenterbane—

i voksende felt

Partikelbane Ledecenterbane

i voksende felt i konstant
magnetfelt

Fig. 3.6. Snit vinkelret pd@ magnetfeltlinierne i en spejlmaskine, der viser en positiv

partikels drift rundt om aksen. a) i tidsuafhengigt magnetfelt, b) i voksende magnet-
felr.

Det skal nu vises, at den magnetiske flux, som ledecentrets bane omslutter, Ledecenterbanens

er en adiabatisk invariant, hvis magnetfeltet ndrer sig langsomt, dvs. hvis omsluttede flux
er konstant
146B
—— 3.54
B ot ( ( Wie ( )

hvor w,. er den vinkelfrekvens, hvormed ledecentret roterer omkring aksen.

B-feltets tidsvariation inducerer et elektrisk felt langs ledecentrets bane, som
ved hjelp af (3.39) findes at vaere

nR? 0B 1_ OB
E, = —Jde Z = — _R.— 3.95
le 27 Ry, Ot 9 g ( )
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hvor Ry er ledecenterbanens krumningsradius. Hvis dB/at > 0, er E rettet
samme vej, som partiklen driver, og det giver anledning til en E X B-drift,
som fir partiklens ledecenter til at n@rme sig aksen med hastigheden

drRy. 1, 0B1

B T diety 3.56
d 27" B (3.56)

Fluxen gennem ledecenterbanen zndrer sig, dels fordi B-feltet vokser, og
dels fordi Ry, aftager. Vi finder for fluxen

d¢lc — 2 Q‘E dRIC 3 57
o = R+ 2R B (3.57)
der med (3.56) bliver
o _ g (3.58)
dt

som viser, at den flux, som ledecenterbanen omslutter, holder sig konstant.
Betingelsen (3.54) om langsom feltvariation er igen kun brugt indirekte,
nemlig ved antagelsen om, at det areal, som ledecenterbanen omslutter, er en
veldefineret stgrrelse. For hurtige feltvariationer er det ikke tilfeldet.

3.3.4. Nogle konsekvenser af adiabatiske invarianter

I aktuelle plasmafysiske situationer, er de adiabatiske invarianter fgrst og
fremmest hjzlpestgrrelser ved beregning af partikelbaner. Alene eller sam-
men med f.eks. loven om energiens konstant i tidsuathengige felter udggr de
et ligningsset, som pd simpel mide muligggr beregningen af partikelbaner
selv i komplicerede feltkonfigurationer. Nir partikelbanerne er kendte, kan
man ofte udlede interessante plasmaegenskaber.

Vi ser fgrst pd en ladet partikels bevaegelse i en simpel spejlfeltkonfigura-
tion. Vi har set, at der er tre periodiske bevagelser for en s&dan partikel, og at
der til hver af disse bevagelser er knyttet en adiabatisk invariant:

1) gyrorotationen omkring magnetfeltlinierne med det magnetiske moment
som adiabatisk invariant

2) oscillationen frem og tilbage mellem spejlene, hvortil den longitudinale
invariant er knyttet

3) partiklens gyrocenters rotation omkring spejlfeltets symmetriakse, hvor-
til fluxinvarianten er knyttet.
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I alle konfigurationer af betydning i fusionforskningen er frekvensen i
gyrorotationen meget stgrre end frekvensen i oscillationen mellem spejlene,
som igen er stgrre end frekvensen i rotationen omkring symmctriakseh. Den
samlede bevagelse for en partikel i et spejlfelt bliver derfor en hurtig rotation
omkring en magnetfeltlinie, som er overlejret en langsommere oscillation
frem og tilbage mellem spejlene, som s& igen er overlejret en endnu langsom-
mere drift rundt i azimutal retning omkring konfigurationens symmetriakse.

Hvis vi nu lader spejlfeltkonfigurationen @ndre sig med tiden, giver de
adiabatiske invarianter os yderligere oplysningér. Vi tenker os fgrst, at de to
spejle bringes til at bevaege sig mod hinanden. Da den longitudinale invari-
ant, Lvy, (3.53) ikke @ndrer sig, vil de partikler, der er indesluttet mellem
spejlene, fi forgget deres parallelle hastighed og dermed deres energi. En
langsom kompression i longitudinal retning af et plasma i et spejlfelt vil
derfor medfgre en opvarmning.

Vi tenker os nu, at vi gger magnetfeltet blot ved at forgge strgmmen i
spolerne. Idet feltforggelsen vil fordele sig over hele tversnittet, fglger det af
fluxinvarianten (3.58), at plasmaet vil komprimeres i radial retning. Samtidig
vil de ladede partiklers vinkelrette hastighed og dermed energi vokse, da det
magnetiske moment, (3.36), forbliver uzndret. Altsi vil et plasma, som kom-
primeres i retningen vinkelret pd magnetfeltlinierne i et voksende magnetfelt,
fi forgget sin temperatur.

Adiabatisk opvarmning ved kompression af et plasma i et magnetfelt er
demonstreret eksperimentelt. Opvarmning ved kompresion af et fusionsplas-
ma med henblik pd at nd de ngdvendige hgje temperaturer m4 betragtes som
en serigs mulighed, specielt hvis plasmaets temperatur er bragt op i nerheden
af fusionstemperaturen ved hjzlp af andre opvarmningsmetoder.
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4. FLUIDBESKRIVELSEN

I kapitel 3 diskuteredes, hvordan enkelte ladede partikler bevager sig i for-
skellige feltkonfigurationer. Betragter man imidlertid et plasma, der méiske
bestar af 1018 til 1020 eller flere partikler, er man kun i ringe grad interesseret
i at fglge de enkelte partikler. Man vil snarere vere interesseret i at kende
stgrrelser som lokale tetheder, tryk, temperaturer, hastigheder, stramme osv.
Problemet er analogt med, hvad der kendes fra gasteorien, hvor man ogsé mé
opgive at fglge hver enkelt partikel og ngjes med at behandle visse middel-
verdier som de ovenfor nzvnte.

Fluidligningerne eller de magnetohydrodynamiske ligninger (MHD-lig-
ningerne) er et s®t ligninger, som sammenknytter lokale plasmastgrrelser af
ovennavnte typer. I deres natur svarer de til de velkendte ligninger for neu-
trale gassers dynamik, de er blot mere komplicerede, fordi elektriske og
magnetiske krefter spiller en rolle i plasmaer. Navnet magnetohydrodynami-
ske ligninger reflekterer netop betydningen af elektromagnetiske krefter.

I deres fuldstendige form beskriver fluidligningerne nzsten alle plasmafy-
siske egenskaber ved et plasma; som eksempler kan n@vnes et plasmas samle-
de bevagelse, dets stabilitet, dets vekselvirkning med ydre striling etc. Alt
efter hvilke plasmaegenskaber man gnsker at beregne, bruges fluidligninger-
ne pd forskellige former. Disse forskellige former opnds ved at indfgre for-
skellige tilnermelser i de fuldstendige fluidligninger, som passer for de egen-
skaber, man vil behandle. Det er f.eks. let at forstd, at det ikke er de samme
led, der dominerer i en behandling af et plasmas vekselvirkning med synligt
lys med den karakteristiske tidsskala ! = 10-14 s og i behandlingen af et
plasmas indeslutning i en magnetfeltkonfiguration, hvor den karakteristiske
tidsskala miske er mange sekunder.

I dette kapitel skal vi vise, hvorledes fluidligningerne kan udledes. Vi vil
specielt diskutere fluidligningerne pd den form, der kaldes de ideale magne-
tohydrodynamiske ligninger. Ideal magnetohydrodynamik (ideal MHD) er
specielt egnet til at forudsige ligevagts- og stabilitetsforhold for plasmaer, der
sgges indesluttet i toroidale magnetfeltkonfigurationer, som f.eks. tokamak-
konfigurationen. Tidsskalaen for ideal MHD er relativ lang, af stgrrelsesorde-
nen sekund for mange plasmaer.

4.1. Boltzmannligningen. Den Kinetiske Beskrivelse

Udgangspunktet for udledningen af fluidligninger for et plasma er Boltz-
mannligningen, som ogsd er velkendt fra den kinetiske gasteori. Boltzmann-
ligningen beskriver, hvordan fordelingsfunktionen for en samling partikler i
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et kraftfelt ndrer sig med tiden. Vi har allerede i kapitel 1 og i Appendiks 1
omtalt fordelingsfunktioner i hastighedsrummet, her m3 vi arbejde med for-
delingsfunktioner, der ogs3 athznger af rumkoordinaterne og af tiden.

Lad os betragte en samling ens partikler med massen m og ladningen q, der Udledning of
befinder sig i et omride med elektriske og magnetiske felter, E(r,t) og B(r,t). Boltzmannlignir.zgerz.
For disse partikler indfgrer vi den rum-, hastigheds- og tidsafhengige forde- Lagrangeformalisme
lingsfunktion f(r,v,t), der er defineret ved, at f(r,v,t)d*rd’v er lig antallet af
partikler, som til tiden t befinder sig i rumelementet d3r omkring r, og som
har hastigheder i hastighedselementet d3v onikring v. Ved udledningen af
Boltzmannligningen ser vi fgrst bort fra stgd mellem partiklerne. Det gelder
derfor, at de f(r,v,t)d’r,d%v, partikler, der til tiden, t, befinder sig i faseelemen-
tet d’r,d*v, omkring (r,v), bevager sig pd en sddan méide, at de til et senere
tidspunkt, t + 8t, alle vil befinde sig i faseelementet d’r, , 5, d*v, ., 5 Omkring

(o 50).(+50)

Der gzlder derfor

f(x,v,t)d®r;d3v, =

K
f {(r + V(St) 5 (V + —m—6t> y (t + 6t)} d3r¢+5¢dsvt+5, f (4.1)

idet vi har benyttet, at

hvor K = q(E+ vx B) er den kraft, der pdvirker partiklerne.

Det skal nu vises, at der for krzfter af den ovennzvnte elektromagnetiske ~ Invariant faseelement
type, hvor kraften, der pdvirker en partikel, er uathengig af partiklens hastig-
hed i kraftens retning, vil gzlde, at faseelementet er konstant i tid, altsd at

dartd3V¢ = d3r,+6td3v,+5g . (42)

For at bevise (4.2) betaler det sig fgrst at se pd det todimensionale faseele-
ment AxAv,, som er afbildet til t = 0 som rektanglet ABCD p3 Fig. 4.1.
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AV '
VxB=VxC[~~~—~ ,r g ,,
I I
| u'
| |
i .'
5 A - ~dp
v - ——
VxA=VxD | _DxAL i D
A }<—»| AX |
lﬁxA :
l 1 .
XA=XB Xc-—-xD X

Fig. 4.1. Beveegelse af faseelementet AxAv, i lpbet af tiden 3t.

Partiklerne pdvirkes af en kraft i ;:-retningcn, som til fgrste orden i 8x kan

skrives som

K(za+6z)=K(za)+ K'(za)bz . (4.3)

Efter et differentielt tidsinterval, 8t, har rektanglet forskudt sig og @ndret
form til figuren A’B’C’D’, hvor forskydningerne for de fire hjgrnepunkter til

fgrste orden i 8t er givet ved

bxy = vy rbt
bvyr = M&t ,
m
I=AB,C D. (4-4)

Der er to typer 2.-ordensled i 8t, der er udeladt i (4.4). For det fgrste er der i
alle udtryk for 3x udeladt led af formen % K/m (8t); for det andet er de led i
udtrykkene for forskydningerne, der skyldes, at kraftpdvirkningen endrer
sig, ndr punkterne bevager sig i x-retningen, ikke medtaget. Det skyldes, at
forskydningerne og dermed ®ndringerne i krefterne er proportionale med 3t
(se 4.3); virkningen bliver siledes proportional med (3t)%.
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Arealet af figur ABCD er givet ved

F=AzAv; . (4.5)
For &ndringen i F i lgbet af tiden 8t har vi til fgrste orden
§F = % {(=6z4 —bzp + bzc + bzp) Av,

+ (=6vza + 6vzB + 6vzc — buzp) Az} . (4.6)

Indse=ttes heri ligningerne (4.4) samt relationerne mellem koordinaterne, der

fremgar af Fig. 4.1, findes 8F = 09t. Altsd vil arealet af et faseelement holde

sig konstant. Analogt kan sluttes, at faseelementarealer i (y,vy)-planen og i

(z,v,)-planen hver for sig ogsd holder sig konstant. Hermed er (4.2) bevist.
Med (4.2) kan (4.1) skrives

f(r,v,t)d3rd3v =

f {(r_ + vét), (v + %&) (E+ 6t)} Brd®v . @)

Hvis der tages hensyn til stgd, kommer der et korrektionsled i ligning
(4.7). Nir et faseelement d’rd®v bevager sig gennem faserummet, vil der vare
partikler, som ved stgd bliver sldet ud af elementet, og andre partikler, som
ikke ligger i elementet, vil blive sliet ind i dette. Antallet af partikler i
elementet ®ndrer sig, og da denne @ndring er proportional med elementets

stgrrelse d’rd’v og med det tidsinterval 8t, som vi betragter, kan den skrives

of

pé formen (?i) d3rd3vét. (—) er en proportionalitetsfaktor, der
9 stgd ot stad

angiver, hvor effektive stgd er til at ndre fordelingsfunktionen. Med stgd-
leddet medtaget kan (4.7) skrives p3 formen

f {(r + vét), (v + %&) ,(t+ 5t)} &Prd®v — f (r,v,t) d>rd®v

=(a—f) d3rd3vét .
ot stgd

Efter divisionen med drd3v3t fis, ndr man lader 5t — 0,

df(r,v,t) 0f K _(9f
T_E{+vvrf+;vu'f—<§>st¢d (48)
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Ligning (4.8) kaldes Boltzmannligningen. I den indfgrte notation betyder

of. of. Of.
V,f:-a—ix+a—£y+a—£z
0g
of . of .  Of.
Ve = Gk T h
z y z

Ovenstdende udledning af Boltzmannligningen stgtter sig pd en Lagrange-
formalisme, hvor man fglger plasmaets partikler, medens de flyder gennem
faserummet. Da Boltzmannligninger danner hele grundlaget for den teoreti-
ske plasmafysik, er der i Appendiks 3 vist en alternativ udledning af Boltz-
mannligningen, som stgtter sig pd en Eulerformalisme, hvor man studerer
situationen i et fast punkt i faserummet. De to udledninger er naturligvis lige
gode, men det kan have interesse at se begge metoder.

I de plasmaer, vi betragter, er der to slags partikler: elektroner med forde-
lingsfunktionen f,(r,v,t) og ioner med fordelingsfunktionen fi(r,v,t). Vi har
derfor to Boltzmannligninger:

8f. : AN

‘6—t'+v‘vrfe"me(E+VXB) Vuofe= <6t)st,¢d (49)
og

of; e 3fi)

hatA] . AR . L= [ . 4.10

5 TV V. fi + ml_(E+vx B) V. fi (8t o (4.10)

I Boltzmannligningerne bestir E- og B-felterne af henholdsvis ydre patryk-
te felter og af indre felter, som er genereret af kollektive, langtrekkende (>
Debye-lengden) vekselvirkninger i plasmaet. Sddanne kollektive vekselvirk-
ninger kan vare opbygning af rumladningstetheder, der giver anledning til
elektriske felter, eller af plasmastrgmme, der genererer B-felter. Stgdleddet pd
hgjre side i Boltzmannligningerne beskriver virkningen af de kortrekkende
(< Debye-lengden) vekselvirkninger mellem partiklerne.

Allerede i kapitel 1 blev det vist, at stgd er sjzldne begivenheder i varme
plasimaer, det er derfor ofte en god tilnzrmelse at negligere stgdleddet pé

hgjre side af Boltzmannligningen. Herved kommer man til at arbejde med
Vlasovligningerne:
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8fe e =
5 +v~V,fe—me(E+va)-V,,fe—0 (4.11)

og Viasovligningerne
aaj;i+v-V,f;+—r%(E+va)-V,,f,-:0. (4.12)

Foruden fordelingsfunktionerne indeholder Boltzmann/Vlasovligningerne
de variable E- og B-felter. Disse kan bestemmes ved hjzlp af Maxwell-lignin-
gerne:

0B

VxE=->" (4.13)

. 0E
V x B = poj + poto

== 4.14
T (4.14)
Maxwell-ligningerne
v-E=£ (4.15)
€o
V-B=0. (4.16)

Her er p(r,t) rumladningstetheden i plasmaet, og j(r,t) er strgmtetheden; p
og j kaldes ofte felternes kilder. Et lukket ligningssystem opndes ved at

beregne p(r,t) og j(r,t) ud fra momenter af fordelingsfunktionerne. Idet der
gelder

ne(r,t) =/fe(r,v,t)d3v (4.17) Elektrontethed
og
n,-(r,t) = /f,'(r,v,t)d3v ’ (418) Tontcethed

f8s for rumladningstetheden
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p(r,t) = e{ni(r,t) — n.(r,1)} . (4.19)

Der mindes om, at integralerne i (4.17) og (4.18) skal udfgres over de 3 -

hastighedskomponenter fra - til 4 o,
For at finde et udtryk svarende til (4.19) for strgmtztheden benytter man,
at middelvardien taget over v-rummet af en stgrrelse Q(v) er defineret ved

(Q(r,1)) = n(r,t)7? /Q(v)f(r,v,t)dav . (4.20)

For at beregne strgmtztheden beregnes fgrst middelverdien af hastighe-
den (vindhastigheden) for de to slags partikler. Ved brug af (4.20) fis:

(ve(r, 1)) = n,(r,t)~?! /vfe(r,v,t)d3v (4.21)

og
(vi(e, 1)) = ni(r, )" / Vi, v )Py | (4.22)

som direkte fgrer til

J(r,t) = e {ni(rt){vi(r,t)) — ne(r,t)(ve(rt))} . : (4.23)

Ligningerne for kilderne (4.19) og (4.23) og Maxwell-ligningerne (4.13) -
(4.16) udggr sammen med Boltzmannligningerne (4.9) og (4.10) - eller for det
stpdfri tilfelde Vlasovligningerne (4.11) og (4.12) - et lukket system af lignin-
ger, der kan bruges til at beregne et plasmas egenskaber og opfgrsel. P4 Fig.
4.2 er pé skematisk form vist, hvordan disse ligninger er sammenkoblet.

Boltzmannligningerne
(Vlasovligningerne)

Fordelingsfunktionerne
udtrykt ved felterne

7 \

AV)
Felterne udtrykt ved ¢ Kilderne udtrykt ved
kilderne fordelingsfunktionerne

Fig. 4.2. Koblingerne mellem plasmaligningerne.
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Det lukkede system af ligninger udggr et fuldsteendigt og eksakt lignings-
system til bestemmelse af de variable stgrrelser f (r,v,t), fi(r,v,t), B(r,t), E(r,t),
p(r,t) og j(r,t). Ligningssystemet kaldes ofte de kinetiske ligninger eller den
kinetiske beskrivelse, fordi det faktisk via Boltzmann/Vlasovligningerne be-
skriver de enkelte partiklers kinematik. Det viser sig imidlertid ofte yderst
kompliceret at benytte dette system til lgsning af plasmafysiske problemer,
hvor man oftest har meget komplicerede feltkonfigurationer. Den stgrste
komplikation ved ligningssystemet skyldes, at fordelingsfunktionerne afhen-
ger af hele syv uafhengige variable, nemlig af tre rumkoordinater, tre hastig-
hedskoordinater og tiden. De gvrige stgrrelser athenger kun af de tre rumko-
ordinater og af tiden. For overhovedet at kunne behandle mange problemer
er det ngdvendigt at forenkle ligningssystemet. I fluidbeskrivelsen opnds et
simplere system, idet man fjerner v-athengigheden ved at tage momenter af
Boltzmann-/Vlasovligningen i v-rummet. Herved mgder man det problem, at
man fir en uendelig rekke ligninger, som man kun kan & brudt ved at ggre
nogle mere eller mindre velargumenterede antagelser. Fluidbeskrivelsen bli-
ver derfor ikke eksakt, men den fgrer til et ligningssystem, der er til at
héndtere, og som i mange tilfzlde giver brugbare resultater.

4.2. Fluidligningerne

I dette afsnit vises principperne, der benyttes ved udledning af fluidligninger-
ne. For en detaljeret gennemgang af de matematiske skridt i udledningerne
henvises til lerebgger og artikler, specielt kan anbefales [2], [10], {12] og [13].
Fluidligningerne presenteres pd forskellige former, og afsnittet afsluttes med
at opskrive og diskutere fluidligningerne pd den form, der kaldes ideal mag-
netohydrodynamik. I kapitel 5 bruges ligningerne for ideal MHD til at disku-
tere forskellige toroidale magnetfeltkonfigurationer med henblik pd deres
evne til at holde fusionsplasmaer indesluttet.

Som nzvnt opnis fluidligningerne ved at multiplicere Boltzmannligningen
(4.8) med v i forskellige potenser og integrere over v-rummet. Vi kommer
altsd til at arbejde med ligninger af formen

/ {(g_: - (%) s d} Qi(v)dv =10, (4.24)

hvor a repraesenterer partikelarten, ioner eller elektroner. For Q;(v) valger vi
fglgende tre funktioner:

Qi=1, Qys=myv o9 Q3= %mc,v2 . (4.25)
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I behandlingen af (4.24) ser vi fgrst pd det led, der har med stgd at ggre. Det
led beskriver den tidsafledede af f -funktionen, som skyldes Coulomb-kolli-
sioner b&de mellem ens partikler (a« mod o) og mellem uens partikler (« mod
B), hvor B beskriver den anden partikeltype i plasmaet. Uden i detaljer at
beskrive kollisionerne kan vi fi verdifulde oplysninger om stgdleddene i
(4.24) blot ved at benytte de bevaringslove, der kendes for elastiske kollisio-
ner, som Coulomb-kollisioner jo er. Vi definerer

(%) = Cao+ Cag (4.26)
ot stgd

hvor C_, altsd representerer virkningen pd f, af indbyrdes st¢gd mellem par-
tikler af a-typen, medens C,g beskriver virkningen pd f, af stgd mod partikler

af B-typen.
Partikelbevaring medfgrer

/ Cee d°v = / Ci dv = / Cei d®v = / Cie d®v=0. (4.27)

Bemark, at de tre sidste ligninger i (4.27) ikke vil vere opfyldt i et plasma,
hvor der dannes eller forsvinder partikler ved stgdprocesser. Ionisering, re-
kombination og kerneprocesser er eksempler pd sddanne stgdprocesser. I
denne behandling ser vi bort fra s3danne processer.

Da bide bevaegelscsmaengde og kinetisk energi er bevarede stgrrelser under
elastiske kollisioner, gelder der for stgd mellem ens partikler

/mevCee d3v = /m;vCﬁ v =0 (4.28)
og
1 3 1 2 3
gmev Cee d°v = gmiv Ciid°v=0, (4.29)
og for stgd mellem uens partikler

/(mevcei + miVCie) d3v = 0 (430)

og

1
/ E(m,\ﬂce.- + mviCi) d®v =0. (4.31)
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Bemerk, at alle led under integraltegnene i (4.30) og (4.31) er lig nul for et
plasma i termisk ligevegt. For et strgmfgrende plasma vil det senere blive
vist, at de to led i (4.30) kan udtrykkes ved strgmmen i plasmaet og dets
specifikke modstand.

Farste led i (4.24) bestdr af 3 led, som det fremgér af (4.8). Integration af ~ Behandling af
disse led med de tre Q(v)-funktioner i (4.25) er simpel, men langvarig, og skal ~ 4fldt-ledene
ikke gennemfgres her. En detaljeret udledning kan findes i Appendiks 4.

Med Q(v) = 1 findes

% + V- (nqus) =0. (4.32) Kontinuitetsligningen
‘Q(v) = m,yv fgrer til

%(namaua) + V- (nama(vV)a) — eang(E + u, x B)

= / mavCopd®v , (@ # B), (4.33) Momentligningen
og endelig fgrer Q(v) = ¥2 m_v? til

6 1 2 1 2
E <§mana<v )0) + v : (—2'mana<vv >0) - eanaE ‘Uq

1 e
= / §mc,,v2 Cop dv , (a # B). (4.34) Energiligningen

I ligningerne (4.32), (4.33) og (4.34) har vi indfgrt den makroskopiske tzthed
defineret ved

na(rt) = / fa(r,v,t)d®v (4.35)
og strgmningshastigheden ved
Ua(r, 1) = (V) = nl / v fu (v, v,t)dPv | (4.36)

Endelig er stgrrelserne <v v>,_,, <v?>_ og <v v?>_ defineret ved den
generelle formel

@)= o= [@Walrviy, (4.37)
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som svarer helt til (4.20). Bemzrk, at i (4.33) er stgrrelsen n,m <v v>_ en
tensor, den kaldes den totale tryktensor og beskriver det totale tryk (= statisk
tryk + vindtryk). I (4.34) er stgrrelsen ¥2m n, <v?>, en skalar, der angiver
den kinetiske energitzthed i plasmaet, medens ¥2m,n,<v v>> , er en vektor,
der angiver transport af kinetisk energi i plasmaet.

Fluidligningerne (4.32), (4.33) og (4.34) kan bringes p3 en mere overskue-
lig form ved at indfgre en ny hastighedsvariabel v’ i f (r,v,t) givet ved

vV=v-u,. (4.38)
v’ representerer alts§ den tilfzldige bevaegelse mélt i et koordinatsystem, der

bevager sig med strgmningshastigheden u,. Vi ser altsé pd forholdene i dette
medfgringssystem, hvor der gzlder, at den lokale strgmningshastighed
<v>_ =0.

For faktoren <vv> i tryktensoren i (4.33) findes ved hjzlp af (4.38)

(v v)a = (v + ua)(V' + 1a))a = (V'V')a + Uaua, (4.39)

idet der er benyttet,at <v'u, >, = <u v'>_ = 0.

Fglgende stgrrelser defineres:
Den statiske tryktensor

[la}

a = NMaMq (V’V,)a (440) Statisk tryktensor

og den skalzre del af det statiske tryk
— 1 /2
Pa = gnama{V7)a (4.41)
hvorved den anisotrope del af den statiske tryktensor bliver

I

Anisotrop del af
statisk tryktensor

=F

a

a ~Pa é . (4.42)

Desuden defineres temperaturen ved

KTy = pan?®, (4.43) Temperaturdefinition

som jo er den normale temperaturdefinition i en Maxwell-fordelt gas. Her
gelder definitionen mere generelt for alle isotrope fordelinger.
For varmefluksen, der skyldes tilfeldig bevegelse, defineres

— 1 1,12
ha = §n°m"(v Vias (4.44) Varmefluks
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og for bevaegelsesmengdeudvekslingen mellem uens partikler ved stgd

Rq = /mav’ Cap &V, (4.45)
og endelig for den varme, der genereres ved stgd mellem uens partikler,

Q.= / %mo,v'2 Cap d3V' . (4.46)

Indszttes (4.39) til (4.46) i (4.32), (4.33) og (4.34) og benyttes

SIS

+ Ugq * v ) (447)

&~

findes to-fluidligningerne p4 formen

dn,

—dt—+naV-ua=0 (4.48)
du,

namad_t —eang(E +uq x B)+ V. gaz R, (4.49)

3  dkT,

'2‘na dt + f—.,a: vua + v 'ha = Qa (4.50)

og Maxwell-ligningerne pé formen

1 0E
V x B = pse(n;u; — nou,) + 25
0B
VXxE=—-——(—
X Y
e
V-E=—(ni~n,) (4.51)
vV.-B=0,

hvor det er benyttet, at e; = —e, = e. (4.50) indeholder det dobbelte prikpro-
dukt mellem to tensorer. Det dobbelte prikprodukt er en skalar defineret ved

70

Bevegelsesmengde-
udveksling

Stpdgenereret varme

To-fluidligningerne

Maxwell-ligningerne



T.

1%}

= ET,-J Sii, (4.52)
iJ

hvor i og j uathngigt af hinanden antager verdierne 1, 2 og 3.

To-fluidligningerne (4.48)-(4.50) er lette at fortolke. (4.48), der med (4.47)
er identisk med (4.32), er en simpel kontinuitetsligning, der blot siger, at der
ikke dannes eller forsvinder partikler. (4.49) er en krafiligning (Newtons
anden lov), hvor fgrste led representerer masse gange acceleration, og de
gvrige led er de forskellige krefter, der pdvirker et rumelement. Endelig er
(4.50) en ligning, der beskriver partiklernes energi.

P4 formen (4.48)-(4.50) er fluidligningerne eksakte, men ikke s@rlig brug-
bare. De indeholder forskellige momenter opndet ved at indsztte Q-funktio-
nerne (4.25) i (4.24) og integrere, men der er flere variable stgrrelser i syste-
met end ligninger til at bestemme disse variable. Flere ligninger ville kunne
opnis ved at valge endnu hgjere v-momenter af typen (4.25) og indsztte i
(4.24). Dette ville give flere fluidligninger, men ogsd flere variable og altsd
ikke afhjelpe problemet. I praksis lukker man systemet af fluidligninger ved
at indfgre nogle antagelser og tilnermelser, der er afh®ngige af det problem,
man gnsker at behandle.

4.3. Ideal Magnetohydrodynamik

Ligningerne for ideal magnetohydrodynamik udledes ud fra fluidligningerne
(4.48)-(4.50), og de benyttes fgrst og fremmest til at vurdere ligevegts- og
stabilitetsforhold for fusionsplasmaer, der holdes indesluttet i toroidale mag-
netfeltkonfigurationer. Man er derfor ikke interesseret i hgjfrekvente sving-
ninger med o > oy, eller i kortbglgede svingninger med A < d. Disse
fznomener elimineres fra ligningssystemet (4.48) til (4.51) ved at antage, at
ionerne repraesenterer de eneste massebzrere i plasmaet, altsd ved at lade
m, — 0 og ved at antage ladningsneutralitet n, = n; = n.

Som fgrste skridt pd vejen mod ligningerne for ideal magnetohydrodyna-
mik udledes enkelt-fluidligningerne ud fra ligningssystemet (4.48)-(4.51) ved
at indfgre ny stgrrelser, der beskriver plasmaet som ét legeme. Idet tilnzrmel-
serne m, — 0 og n; = n. = n benyttes, udtrykkes massetetheden i enkelt-
fluidbeskrivelsen ved

p(r,t) = min(xr,t). (4.53)

For massestrgmningshastigheden fs i samme tilnzrmelse

u(r,t) = DeMelle + MMl _ u;(r,t), (4.54)

neme + nim;
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og strgmtetheden i plasmaet bliver
j(r,t) = en(rt) {ui(r,t) — u(r,t)} . (4.55) Stromicethed
Endelig indfgres for det samlede statiske tryk

p(r,t) = pe(r,t) + pi(r,t) = ne(Te + T3) . (4.56) Statisk tryk

Ligningerne (4.53)-(4.56) sammenknytter de variable p, u, j og p i enkelt-
fluidbeskrivelsen med to-fluidbeskrivelsens variable n, u;, u ., p; og pe.
Indsattes (4.53)-(4.56) i (4.48)-(4.50), findes efter nogen regning -

Op
E.}.V.puzo, (457)
vV.j=0, (4.58)
da B _ __
pﬁ—_]x +VP——V‘[=;'+=¢ ’ (459)
E+uxB=(ne)"}(jx B~Vp.—V-I, +R,) (4.60)
samt
4 (p_.) = “2—(Qi ~V -h;— I;: Vu) Izjnk.elt—ﬂuid—
dt \ p7 3p7 ligningerne
og
d (pe - 2 m. J
£(2) = & (o-vaenofid
+ Ly (4.61)
on’ ) .

vy er det adiabatiske forhold, C/C,, der for mono-atomiske gasser antager
vardien 5/3. Endelig tager Maxwell-ligningerne formen
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== 4.62
VxB=poJ, (463)
V.B=0. (4.64)

Desuden medfgrer antagelsen n; = n,atV-E = 0.
For ligningssystemet gelder analogt med (4.47)

= —+4u-V. (4.65)

Enkelt-fluidligningssystemet (4.57)-(4.65) er heltzkvivalent med to-fluid-
systemet (4.48)-(4.51) i den asymptotiske grense m, = 0 og n, = n; = n.
Ledene p3 hgjre side af (4.59)-(4.61) indeholder bl.a. de ubestemte hgjere
momenter. Ideal MHD er karakteriseret ved, at disse led negligeres. For en
dybtgdende diskussion af de plasmafysiske situationer, hvor det er en god
tilnermelse at negligere disse led, henvises til andre arbejder, f.eks. [10], [12]
og [13]. Her skal kun gives nogle generelle bemarkninger, der ogs3 tilstreber
at give fysiske fortolkninger af de enkelte ligninger. :

Ligning (4.57) er en kontinuitetsligning for plasmaets masse. Den siger
blot, at den tidsafledede af massetztheden er bestemt ved divergensen af
massestrgmmen, alts3 at masse ikke dannes eller forsvinder.

Ligning (4.58) er tilsvarende en kontinuitetsligning for plasmaets lad-
ningsbarere. Da vi antager n, = n;, er rumladningstztheden altid lig nul,
hvorfor V - j ngdvendigvis ogsd m3 vere lig nul. Bemzrk desuden, at (4.58)
faktisk er overflgdig, fordi den er indeholdt i Maxwell-ligningen (4.63), da
der som bekendt glder identiteten V-V X B = 0.

Ligning (4.59) er klart en kraftligning for plasmaet svarende til Newtons
anden lov, hvilket lettest ses ved at gange ligningen igennem med det diffe-
rentielle rumelement d’r = dxdydz. Fgrste led p3 venstre side beskriver da
massen af et rumelement i plasmaet gange dette rumelements acceleration.
De gvrige led m& derfor opfattes som forskellige krefter, der pavirker dette
rumelement og derved tilfgrer det impuls. j X B er Lorentzkraften, der
skyldes vekselvirkningen mellem plasmastrgmtetheden j og det magnetiske
felt B. Vp-ledet beskriver den resulterende kraft p& rumelementet, som fglger
af rumlige variationer i plasmatrykket. Dette trykled skal her diskuteres lidt
nzrmere, da diskussionen vil fgre til lettere forstielse af ledet p2 hgjre side af
(4.59).

Som vist ved udledningen i Appendiks 1 af formlen (Al.11) for trykket
mod en vag, der vender ind mod en gas, skyldes trykket p& veggen, at de
partikler, der rammer den, reflekteres og derved fir en impulsendring, mens
vaggen fir en'lige sd stor impulspdvirkning i modsat retning. En partikel af
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typen a, der bevager sig med hastigheden, v;, mod vaggen og efter stgdet
bevaeger sig bort med hastigheden, v,, (negativ) har i stgdet pdvirket vaeggen
med impulsen m(v;-v,) . (Da partiklen jo stgder mod en termisk partikel i
vaeggen, vil der generelt ikke gzlde, at v, = -v;). Antallet af partikler med
hastigheder fra v; til v;+dv;, der i tidsrummet At vil ramme en arealenhed af
vaeggen og dermed afgive deres impuls, mv;, er givet ved v;Atf, (v;)dv;. Til-
svarende er antallet af partikler i hastighedsintervallet v, til v, +dv,, der har
vekselvirket i tidsrummet At og via reaktion tilfgrt vegarealenheden den
positive impulsmangde, —-m_v, pr. partikel, gi\;et ved |v |ATf, (v,)dv,.

Det totale tryk mod en veg, der stir vinkelret pa feeks. X-retningen er da
givet ved:

[ee] 0
Pa,tot,:: = /ma Vs- fa(vz)dvx + / —Mg Vyp I Vz | fa(vz)dvx
o .

-0

00
/ Ma v?:fa(vx)dvx y *¥ (4.66)
—oo

og analogt for y- og z-retningerne. Hvis veggen er i ro i forhold til gassen og
i termisk ligeveegt med denne, vil hastighedsfordelingen af de reflekterede
partikler vare identisk med de indkommendes fordeling (f(-v,) = f(v,)), og
(4.66) kan da reduceres til et integral fra 0 til © som i (Al.ll), og den
beskriver s& det statiske tryk. (4.66) er udtryk for en mere generel situation,
hvor det tillades, at veeggen fordrsager asymmetri i fordelingsfunktionen.

Det gazlder generelt for en gas, hvor vi ikke antager isotropi, dvs. hvor
hastighedsfordelingen er retningsafh®ngig, at trykket mod en vaeg afh@nger
af dens orientering.

For det totale tryk i en given retning t har vi da udtrykket

Pa,tot,r = /ma Vf fo:(v)dsv . (4.67)

Ser vi nu pé et legeme, der beveger sig med fluidhastigheden u,, er det den
tilfeldige bevagelse, v’, der giver anledning til et (evt. retningsafthengigt)
statisk tryk, p,,, imod legemet, (se (4.38)).

Por = / MaV.2 fal(V )3V . (4.68)

*For en omtale af den én-dimensionale fordelingsfunktion, se evt. Appendiks
1.1, Figur Al.3.
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Bemerk i gvrigt, at det skalere statiske tryk, p,, defineret i (4.41) kan
udtrykkes som

1
Po = g(paz + Day + Paz) ’ (469)

hvor peys Pays Pog €T det statiske tryk i hhv. X- ;'- og E-rctningcn, som er
givet ved (4.68), ndr r stir for hhv. x,y og z.

P4 de foregdende sider har vi diskuteret trykket mod en materiel vag, der
er i kontakt med en gas. Vi vil betragte et rumelement i et plasma, som
skitseret pd Fig. 4.3. Elementet bevager sig med fluidhastigheden u,. Ele-
mentet har ikke materielle vegge, der reflekterer de indkommende partikler,
men vi vil nu vise, at pdvirkningen af elementet fra partiklernes tilfeldige
bevagelse, v’, alligevel er givet ved en trykpdvirkning af formen (4.68).

Z
A
/"\\\
P T~
- |
P A | !
/// : T~ I
/// 1 :‘\1_3 i
zy+dz [~ dz, ' :
A~
R A
£
1
1
|
|
|

X +dx

Fig. 4.3. Impulsudvekslingen for et rumelement i et plasma.

Vi ser pd det differentielle arealelement dydz, som ved x; stir vinkelret pd
x-retningen. De partikler, der passerer dette areal i positiv retning (ved
positiv menes i X-retningen), tilfgrer rumelementet en positiv impulsmang-
dei x-retningen pr. tidsenhed

oo
fay = dydz / mav.2fu(vo)dv, . (4.70)
0
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De partikler, der fra rumelementet bevager sig i negativ retning ud gennem
arealelementet forérsager tilsvarende, at rumelementet taber en negativ im-
pulsmzngde i X-retningen pr. tidsenhed

0
Iy = dydz / m,,,v;ffo,(v;)dv;c . (4.71)

Resultatet bliver, at rumelementet gennem arealelementet far tilfgrt en posi-
tivimpulsmangde pr. tidsenhed,

Io = Iy — In_ = dydz / mo,v;zfa(v;)dv; . (4.72)
-0

Kraften, ia, som rumelementet pdvirkes af ved parallelimpulsudveksling*
gennem arealelementet, dydz, svarer til, at rumelementet pd overfladen ved x,
er udsat for et tryk p, givet ved

o= [ mo A, (413
—00

som er identisk med det tryk mod en materiel vaeg, som ydes af en gas, hvor
hastighedsfordelingen er givet ved f (v, ),se (4.68). Vi har altsé

Io = dydz pag . (4.74)
Tilsvarende pdvirkes rumelementet gennem arealelementet ved x; +dx af

en kraft i negativ retning, séledes at den samlede trykkraftpdvirkning pi
rumelementet i §-retningen bliver

Kor = dydz(pou:(xl) - pax(xl + d.‘L‘))

dydz (_%) dz
Jr

OPazr 13
5, 4r- (4.75)

* “Parallel” refererer til, at vi kun betragter den del af impulsen, der er
parallel med transportretningen, her med X-retningen.
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For den parallelle impulsudveksling i y- og z-retningerne findes analoge
kraftudtryk, siledes at den samlede kraftpdvirkning af rumelementet ved
parallelimpulsudveksling bliver

_[(_9 N 9 o 9 ;| s
Ko = {( azpqz)x+ (—6ypay)y+ (—azpaz) Z} d°r .
(4.76)

Det skalere tryk, p,, defineret i (4.41), er som allerede nzvnt i forbindelse
med (4.69) blot gennemsnittet af trykkene i X-, y- og z-retningerne. Ved at
indfgre det skalere tryk samt forskellene mellem de retningsafh®ngige tryk
og det skalere tryk, 1,4, = Pox — Po» + 2 analoge, kan (4.76) omskrives til
formen, se (4.42)

a 4]
— 3 - "
Ko = —Vp.d°r+ {(-—a‘ Ha“,) z+ (—5; Hayy) Y

+ <—;—z n,,,,) z} d*r

= —Vp, d* V. ga,diagonal d’r ) (477)

hvor I, giagonat €r en tensor bestdende af Il .y, i diagonalen og intet
udenfor. Vp, -ledet er blot den szdvanlige kraftpdvirkning pd et legeme i et
skalert trykfelt, mens V- I, ji;sona angiver afvigelsen fra denne kraft pd
grund af en eventuel rctni_r—lgsaﬂmngighed af trykket (anisotropt tryk). Af
(4.40) til (4.42) fremglr, at 1, 4apona1 DEtOp er diagonalen af den anisotrope
tryktensor II .

Som allerede nzvnt, opnds ligningerne for ideal MHD ved at negligere
ledene pé hgijre side af (4.59)-(4.61); altsd ved ogsd at negligere V-II -ledet i
(4.59) og dermed V- Il gipgonar-ledet i (4.77). Da det er af betydning for en
vurdering af ideal MHD’s gyldighedsomrdde at vide, under hvilke omsten-
digheder Il ’s led er smé (f.eks. i sammenligning med p,), ser vi nu nzrmere
pa hvilken form for anisotropi i fordelingsfunktionen, der er ngdvendig for at
opnd Il ,-led, der er forskellige fra nul.

Vi ser forst pd diagonalledene i Il som indgir i (4.77). Af (4.73) fremgar,
at trykket i én retning er proporti;nal med den kinetiske energitethed, der
skyldes partiklernes termiske bevagelse i denne retning. Heraf fglger umid-
delbart, at diagonalledene skyldes forskelle i den kinetiske energitzthed i de
forskellige retninger. Er energitztheden i de forskellige retninger den sam-
me, forsvinder diagonalledene. Fordelingsfunktionen kan dog stadig vare

serdeles anisotrop, idet kravet til energitztheden ikke er serlig restriktivt pd
fordelingsfunktionen.

77



Vi vil nu se pd ledene uden for diagonalen i Il ,-tensoren. De hidrgrer fra
vinkelret impulsudveksling, dvs. den del af im;ulsen, der stdr vinkelret pd
transportretningen. Lad os f.eks. se pd det fgrste led i midterste sgjle, Poxy>
som iflg. (4.40) er defineret ved

Pazy = Na Mg (v;v’y)a = /v;fa(v')mav;dav' . (4.78)

Poxy Deskriver den ®ndring i rumelementets impuls i y-retningen, som bares
af partikler, der strgmmer ind i eller ud af rumelementet pd grund af deres
bevagelse i X -retningen. Det fremgé_r af (4.78), at tryktensofen er symme-
trisk, hvilket betyder, at rumelementets impulsandring i ;'-rcfhingen p.g.a.
partikelbevagelse i ;(-retningen er lig impulsendringen i X-retningen p.g.a.
partikelbevagelse i y-retningen.

Antallet af partikler med hastigheden v’ = v;§ + v;,;', der pr. tidsenhed
strgmmer gennem fladeelementet dydz ved x, i Fig. 4.3, er proportional med
v, dydz. For v; > 0 strgmmer de ind i rumelementet, og for v, < 0 strgmmer
de ud af elementet. Disse partikler medfgrer en impuls i y-retningen pd
mav;,, hvilket giver rumelementet en impulspdvirkning i y-retningen pr.
tidsenhed pé v, (mav;, )dydz. Virkningen af samtlige partikler i fordelingen er
da givet ved

fany = dydz / vy vy fu(¥)dY' = dyd pasy (4.79)

Tilsvarende pdvirkes rumelementet i ;-rctningen af partikler, der strgmmer
gennem fladeelementet dydz ved x; + dx, sdledes at den samlede kraftpdvirk-

ning af rumelementet i }-retningen pa grund af strgmning i X-retningen
bliver

Kozy = dydz(poszy(z1) - Pa:y(l‘]‘ + dz))

a
_a_x'(pazy)dsr . (480)

Transport af impuls i ;-retningcn ved partikelstrgmning i de gvrige retnin-
ger (inklusive y-retningen) behandles analogt. Vi inkluderer her den parallel-
le impulsudveksling og f3r siledes de tidligere behandlede led med. For den
samlede kraftpdvirkning i y-retningen f8s umiddelbart

Kary = =V - Pary d’r . (481)
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Kraftpdvirkningen i de to andre retninger findes pd tilsvarende mide,
hvorefter den samlede kraftpdvirkning p3 rumelementet kan skrives

Korr = -V'garr dal‘

—(Vpa +V-1,)d%r. (4.82)

I den sidste linie i (4.82) er den isotrope del af tryktensoren skilt ud fra den
anisotrope del, jvf. (4.42).

Partikler, der passerer gennem fladelementet ved x,, kan altsi &ndre rume-
‘lementets impuls i y-retningen, men kun hvis hastighedsfordelingsfunktio-
nen er anisotrop. Er den isotrop, vil impulstilfgrslen fra partikler med hastig-
heden v’ = v,)x + vy;' nemlig kompenseres af den impuls, der fjernes af
partikler med hastigheden v* = v.X + vy§

Efter at have diskuteret den fysiske fortolkning af ledende uden for diago-
nalen i II, skal vi nu vurdere den tilnzrmelse, der bestdr i at se bort fra disse
led. I stedet for at diskutere disse leds stgrrelse i forhold til p, betaler det sig
at benytte nogle kendte resultater fra den matematiske analyse af symmetri-
ske tensorer. (Se f.eks. en diskussion af et vilkirligt legemes inertitensor i
rationel mekanik).

Det er allerede nzvnt under diskussionen af (4.78), at tryktensoren II, er
symmetrisk. Det fremgir desuden af (4.42) og (4.69), at summen af_I_Ia’s
diagonalled er nul. -

Fra den elementere linezre algebra er det kendt, at en symmetrisk tensor
som

An A A
T={ A1 Ay Ax (4.83)

A1z Az Ass

ved en passende drejning af koordinatsystemet kan fgres over i en diagonal-
tensor som

AL 00
B=2 0 A 0 , (4.84)
0 0 s

hvor kl + Rz + R3 = A“ + AZZ + A33.
Koordinatretningerne i det nye system kaldes tensorens principale retnin-
ger.
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Det betyder, at en passende drejning af koordinatsystemet vil fgre IT, over

i en diagonaltensor I, hvor alle led uden for diagonalen er nul, og hvor -

summen af diagonalledene stadig er nul. Diagonalledene i II, beskriver afvi-
gelserne fra det isotrope middeltryk p,, givet ved (4.41), i de tre principale
retninger. I det koordinatsystem, der har disse retninger som koordinatakser,
er summen af de numeriske vardier af I1,’s diagonalled stgrst. At alle led
uden for diagonalen i I er nul, bctyder,_at transport af partikler i én princi-
pal retning ikke medf¢_r-er impulsendringer i nogen af de to vinkelrette prin-
cipale retninger. Det er vigtigt ‘her-af bemaarléc, at selv om ledene-uden for
diagonalen i I er nul, si er disse leds rumligt afledede ikke ngdvendigvis
nul. Nir man som i (4.59) skal differentiere denne tensor, kan der derfor ogs&
-komme bidrag fra ledene uden for diagonalen.

Af ovenstdende kan sluttes, at hvis afvigelserne fra et isotropt tryk ikke er
for store, vil det vaere en god tilnzrmelse at se bort fra Il -ledene. Det skal
igen nzvnes, at der godt kan vezre store afvigelser fra is;)tropi i fordelings-
funktionen, uden at trykket behgver at vere anisotropt.

Ligning (4.60) kaldes ofte den generaliserede Ohms lov, fordi den sammen-
knytter det elektriske felt med andre variable stgrrelser som u, j, p 0.a. De
enkelte led er lette at fortolke. uxB er den spznding, der induceres, nér
plasmaet bevager sig vinkelret pd magnetfeltlinierne. Fgrste led pd hgjre side,
j X B-ledet, beskriver den spznding, der induceres ved Hall-effekt, nir der i et
legeme lgber en strgm, som udelukkende bzres af elektronerne, med en
komponent vinkelret pd magnetfeltet. Det andet led pd hgjre side af (4.60),
Vp,-ledet, er ogsd let at give en fysisk fortolkning. Hvis man tenker sig, at der
i et plasma er dannet en positiv rumlig tethedsperturbation, s vil den vere
holdt sammen af ionernes inerti inden for en tidsskala givet ved perturbatio-
nens stgrrelse divideret med den karakteristiske termiske hastighed for ioner-
ne. Elektronerne i perturbationen, der har en karakteristisk termisk hastig-
hed, der er (T.m;/T;m, )" gange stgrre end ionernes, vil have tendens til at
strgmme vk inden for en tilsvarende mindre tidsskala. Set fra elektronernes
tidsskala er perturbationen derfor stationar. Da n; = n, skal opretholdes, mé
der opstd en kraft, der pivirker elektronerne ind mod perturbationen. Det er
en elektrisk kraft, der pdvirker elektroner. Der opstir et elektrisk felt, ved

n(x)
A d
Ny \ N~————
Ke
> X

x' X'+ Ax
Fig. 4.4. Elektriske felter omkring tethedsperturbationer i et plasma.
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at en ganske lille del af elektronerne forlader perturbationen, derved fir
perturbationen en positiv rumladningstzthed, som, pga. ¢,V'E = rumlad-
ningstztheden, genererer et elektrisk felt, der er rettet bort fra perturbatio-

nen. Dette felt holder elektronerne tilbage i perturbationen. I det én-dimen-

sionelle tilfzlde, vist p& Fig. 4.4, er det let at beregne det elektriske felt, der er
ngdvendigt for at holde elektronerne tilbage. Elektronerne i en arealenhed af
laget mellem x’ og X’ + Ax pdvirkes af en resulterende kraft, der skyldes
gradienten i elektrontrykket, og som er givet ved

_ o(nkT,)
Ko =—As=td (4.85)

Skal elektronlaget holdes pd plads af en elektrisk kraft, mé det elektriske felt
vare givet ved AxneE, = K,, eller

_ 1 8(nkT)

E. = ne Oz

, (4.86)

hvilket svarer helt til bidraget fra Vp.-ledet i den tre-dimensionale (4.60)-lig-
ning. Bemark, at ovenstiende diskussion af Vp.-ledet er meget analog til
diskussionen af Debye-l2ngden i underafsnit 2.3.2.

Det tredie led, V-1 .-ledet, i (4.60) giver et bidrag til den netop diskuterede
effekt, som svarer helt til diskussionen af II-ledene i (4.59). Endelig er det
sidste led pd hgjre side af (4.60) et bidrag, der beskriver spendingsfaldet over
plasmaets Ohmske modstand. For yderligere diskussion af et plasmas mod-
stand henvises til underafsnit 6.2.2.

De to ligninger (4.61) kaldes ofte de adiabatiske ligninger. Venstre siderne
alene udggr de fra termodynamikken kendte adiabatiske ligninger, der sam-
menknytter tryk- og rumfangszndringer for en gas, der ikke vekselvirker
energimassigt med omgivelserne. Ledene pd hgjre side beskriver plasmapar-
tiklernes energivekselvirkninger med omgivelserne. Fgrste led pd hgjre side,
Q,» beskriver den varmeeffekt, der produceres ved stgd mellem partikler af
typen o med partikler af typen B, se (4.46). Andet led, V-h,, beskriver den
varmefluks, béret af a-type partikler, som plasmaelementet er udsat for. En-
delig beskriver de sidste led pd hgjre side af (4.61) den varmeeffekt, der
skyldes anisotropi i trykkene.

Som nzvnt er ideal magnetohydrodynamik karakteriseret ved, at ledene pé
hgjre side af ligningssystemet (4.59) - (4.61) negligeres. Gyldighedsomridet
for ideal magnetohydrodynamik er derfor begrenset til det parameteromréde,
hvor disse led faktisk er sm4. En analyse (se f.eks. [10], [12] eller {13]) viser, at
ligningerne for ideal MHD er gyldige for plasmaer, hvori der sker s& mange
stgd, at II ,-ledene holdes smé p& grund af stgds tendens til at etablere isotro-
pe fordeﬁngsfunktioner. P3 den anden side m3 stgdfrekvensen ikke vzre for
stor, fordi det ville medfgre, at R.-ledet i (4.60), der jo beskriver plasmaets
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Ohmske modstand, ville f8 betydning. Det viser sig, at gyldighedsomridet for
ideal MHD afhanger af plasmaets fysiske stgrrelse og af forholdet § mellem
plasmatrykket, nkT, og magnetfelttrykket, B2/2p,, samt af temperaturen og
tetheden. P4 Fig. 4.5 er ideal MHD’s gyldighedsomride tegnet ind i et (n,T)-
diagram for et plasma med en karakteristisk dimension pd 1 m og med en

T T T T T T T
KT (keV) :
10 -
Plasmaer i fusions - /
B eksperimenter m
10+ n
_3_ |
10 Ideal MHD
- —
10-5 1 1 1 1 1 1 I
10 10" 10'° 10%' 1023
nim3)

Fig. 4.5. Gyldighedsomrdde for ideal MHD. Plasmaets beta-verdi = 5%, dets
karakteristiske lineere dimension = 1 m. ’

B-verdi pd 5%. Det er vist i kapitel 2, at jo varmere et plasma er, desto lavere
bliver stgdfrekvensen. Over den skrd linie, der begrenser ideal MHD-omr3-
det, er stgd s sjeldne begivenheder, at isotropi ikke kan forventes opretholdt
(se diskussionen af (4.59) ovenfor). Under den vandrette grense for MHD-
omridet sker der p& den anden side s& mange stgd, at modstanden, dvs.
R.-ledet i (4.60), bliver vasentligt. Endelig m3 det vere et krav, at ionernes
gyroradier er meget mindre end plasmaets dimensioner, hvilket med de valg-
te parameterverdier: plasmadimension = 1 m og B = 0.05 fgrer til, at ideal
MHD kun er gyldig til hgjre for den lodrette linie.

Som det fremgir af Fig. 4.5, ligger plasmaerne i fusionseksperimenter pé
grensen af ideal MHD’s forventede gyldighedsomride. I praksis har ideal
MHD imidlertid vist sig at vere en god beskrivelse ogsd af de varme fusions-
plasmaer. Det kan som nzvnt skyldes, at vurderingen af gyldighedsomridet,
der jo antager opretholdelse af isotropiske fordelingsfunktioner, har varet for
pessimistisk.

I neste kapitel vil vi ud fra ligningerne for ideal MHD diskutere ligevagts
forhold for plasmaer i toroidale konfigurationer, der studeres inden for fu-
sionsforskningen. Ligningerne for ideal MHD f8s som navnt ud fra lignings-
systemet (4.57) - (4.64) ved at negligere hgjre siderne i (4.59) - (4.61), sd det
samlede system, bliver efter simple omformeringer
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samt

o = AV,
P~ jxB-vp,
j—’t’ = —-7pV-u,
%1_3_ = Vx(uxB),
V x B = poj
V-B=90

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)
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5. TOROIDALE SYSTEMERS
LIGEVAGT OG STABILITET
BEHANDLET I IDEAL MHD

I dette kapitel omtales fgrst nogle generelle égcnskaber for magnetiserede
plasmaer, der beskrives ved ideal MHD. Derefter diskuteres toroidale syste-
mers ligevagt. En teoretisk behandling af muligheden for at holde et plasma
indesluttet i en magnetfeltkonfiguration bestdr af to dele. Fgrst undersgges
om plasmaet er i ligevegt, dvs. om summen af de krefter, der pavirker hvert
enkelt plasmaelement, er nul. Nir det er konstateret, at plasmaet er i en
ligevegtssituation, undersgges, om det er stabilt, dvs. om plasmaet, hvis det
udszttes for smi perturbationer, af sig selv vil bevege sig tilbage til ligevegt-
situationen. Kun hvis der bide er ligevaegt og stabilitet, kan man opnd den
gode indeslutning af plasmaet, som er ngdvendig for en fusionsreaktor. Der
er dog mulighed for, at Lawson-kriteriet vil kunne opfyldes, selv om plasmaet
ikke er stabilt, hvis blot instabiliteten vokser tilstreekkelig langsomt. Proble-
merne om ligevaegt og stabilitet er illustreret p& Fig. 5.1. a) viser et system -

(b) (c)

(d)

Fig. 5.1. Eksempler pd ligevaegt og stabilitet.

(e)

en bold pd en hgj - der ikke er i ligevaegt, og som dermed ogsé er ustabilt. I b)
er systemet i ligeveegt, men da en lille forskydning vil bevirke, at bolden vil
trille ned, er det ikke stabilt. I c), hvor bolden ligger p4 et vandret plateau, er
der ligevaegt og ogsd marginal stabilitet. Endelig viser d) en situation med
bdde ligevegt og stabilitet. I de fleste plasmaeksperimenter opnds kun en
situation, der svarer til e), hvor der bide er ligevegt og stabilitet, men hvor
stabiliteten kun holder for tilstreekkelig sm& perturbationer.
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Som n=vnt diskuteres i dette kapitel ligevagt for toroidale konfigurationer
ud fra den ideale MHD. En egentlig diskussion af konfigurationernes stabili-
tet er uden for denne bogs omfang; det vil dog ved et par eksempler blive vist,
hvorledes stabilitetsundersggelser kan gennemfgres.

5.1. Generelle Egenskaber ved Ideal MHD

5.1.1. Bevarelse af magnetisk flux

Lad os betragte et plasma, der bevager sig i et tidsvarierende magnetfelt. Vi
legger en lukket kurve ind i plasmaet og lader denne kurve definere en
begrenset flade, for hvilken den er grensekurve, se Fig. 5.2. Vi tenker os, at
de enkelte elementer af grensekurven fglger med den lokale plasmabevagel-
se, altsd bevager sig med den lokale fluidhastighed u. Vi vil nu vise ved hjzlp

e

n

F-'Ioleement, ds

Gransekurve

V)

Fig. 5.2. Plasma og magnetfeltlinier fplges ad i en samlet bevegelse, de er “frosset”
sammen.

af ligningerne for ideal MHD, at den magnetiske flux gennem fladen holder
sig konstant. Vi bemarker fgrst, at den magnetiske flux er lige stor gennem
alle flader, der har kurven til grensekurve. Det vises let ved et indirekte
bevis. Antag, at den magnetiske flux er forskellig gennem to flader, der begge
har kurven som grensekurve. Det medfgrer, at der i det legeme, der begren-
ses af de to flader, forsvinder eller dannes magnetfeltlinier. Da det vil vere i
modstrid med Maxwell-loven V-B = 0, kan det sluttes, at den magnetiske
flux gennem alle flader med samme grensekurve er ens. Den magnetiske flux
gennem en flade er

¢=/B-nds, (5.1)
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hvor ds er et infinitesimalt fladeelement. n er en enhedsvektor, der stir
vinkelret pd fladen, og B er det magnetiske felt ved fladeelementet. Integra-
tionen skal foretages over hele fladen.

Af(5.1) findes

dp _ [B
- = at~nds—/uxB-dl, (5.2)

hvor dl er et infinitesimalt vektorielt lengdeelement af grensekurven, hvis
positive retning fremgdr af Fig. 5.2. Integrationen af sidste led i (5.2) Igber en
gang rundt langs grensekurven. Indsattes ligningen fra ideal MHD (4.90) i
(5.2) findes

%:/Vx(uxB)~nds—/uxB-dl. (5.3)
Ifglge Stokes sztning er de to led pd hgjre side lige store, dvs.

dyp

= 0. (5.4)

(5.4) er udledt for en vilkirlig grensekurve i et plasma, dvs. den galder
generelt og betyder f.eks., at den totale magnetiske flux gennem ethvert plas-
ma, der beskrives ved ideal MHD, holdes konstant. Ofte udtrykker man den
kendsgerning, at fluxen gennem et plasmaelement holder sig konstant, ved at
sige, at plasmaet er “frosset” fast til magnetfeltlinierne.

Det er kun den ideale MHD, der fgrer til, at den magnetiske flux holder sig
konstant. I den ideale MHD forudszttes jo, at den elektriske modstand i
plasmaet er nul. Hvis der tillades en endelig, men lille modstand, vil man
finde, at den magnetiske flux i et plasma kan @ndre sig langsomt. Her er
situationen analog med den begrensede indtrengningsdybde for tidsvarie-
rende elektromagnetiske signaler i metaller med lille specifik modstand. Jo

mindre modstand, des mindre indtrengningsdybde og des mindre @&ndring i
fluxen.

5.1.2. Plasmas diamagnetisme i simpel én-dimensional geometri

I dette afsnit vil det blive vist, at et magnetiseret plasma virker diamagnetisk.
Et plasmas diamagnetisme er allerede bergrt i underafsnit 3.3.1. Vi vil her
diskutere de generelle fysiske forhold, der betinger denne diamagnetisme, og
vi vil derfor kun betragte den simplest mulige geometri med rette magnetfelt-
linier, hvor fysikken er mest overskuelig. I senere afsnit vil vi behandle mere
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Resulterende iontransport
og ionstrem

c)
T(x)

Y
X

Resulterende iontransport
og ionstrem

Fig. 5.3. Plasma som diamagnetisk legeme.
a) Overflade af plasma i homogent magnetfelt
b) Diamagnetisk strém i Vn-situation

¢) Diamagnetisk strém i VT-situation.
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komplicerede konfigurationer, som er relevante inden for fusionsforsknin-
gen.

Vi betragter en situation som vist pd Fig. 5.3.a). Plasmaet holdes indeslut-
tet i et pitrykt homogent magnetfelt B, = Bo'i. Plasmaet ligger i halvrummet
x < 0 med overflade i y-z-planen. Det antages, at dets tethed, temperatur og
dermed tryk er uathengige af y- og z-koordinaterne og kun varierer med x. Vi
vil antage, at konfigurationen er stationar, samt at den lokale strgmningsha-
stighedveralt er nul eller vinkelret pd alle gradienter i plasmaets parametre
og pd magnetfeltretningen, dvs. i ;-retningén i vor geometri. Med disse
antagelser og med brug af (4.65) har vi 9/0t = d/dt = 0, som indsat i lignings-
systemet for ideal MHD, (4.87)-(4.92), farer til

ixB=Vp (5.5)

V x B = poj (5.6)
samt

V-B=0. : (5.7)

Kombinationen af (5.5) og (5.6) giver
(VxB)xB=pu,Vp. (5.8)

Venstre side af (5.8) udtrykkes ved identiteten

(VxB)xB=-VB?/2+B.-VB. (5.9)

Sidste led i (5.9), prikproduktet mellem vektoren B og tensoren VB, udtryk-
ker den vektorielle 2ndring i B ved bevagelse i B’s retning. I vor geometri,
hvor B-feltlinierne er parallelle, og B-feltet dermed er konstant langs en
feltlinie, er dette led lig nul. Vi fir derfor ved indszttelse i (5.8)

VB%/2 4 pu,Vp=0, (5.10)

der direkte integreres over x til
B(z)?/2p + p(z) = konstant = BZ/2y, . (5.11)

Idet B%/21, kan opfattes som magnetfelttryk, udtrykker (5.11), at summen af
magnetfelttryk og partikeltryk overalt er konstant og lig med magnetfelttryk-
ket uden for plasmaet. (5.11) er altsd en simpel trykbalanceligning. (5.11)
viser ogs3, at plasmaet er diamagnetisk, idet det svekker det pitrykte magnet-
felt.

Det skal her bemarkes, at for plasmaer med anisotrope tryk som dem, der
er diskuteret i afsnit 4.2, er det trykkets komponent vinkelret pd magnetfeltet,
p , , der bestemmer plasmaets diamagnetiske virkning.
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Strgmmen i plasmaet kan findes ved hjelp af (5.5). Det ses direkte, at j
hverken kan have komponenter i x-retningen eller i z-retningen. j kan
derfor findes ved at krydse (5.5) med B. Vi finder

Vp x B = (j x B) x B = —B?j (5.12)
eller
Vp x B
=- pB’; . (5.13)

Som det fremgdr af (5.13), vil der i plasmaet vere en strgmtethed, der i
omréder, hvor dp/dx < 0, lgber i den negative ;-retning som angivet pd Fig.
5.3.a). Det er j X B-kraften mellem denne strgmtethed og B-feltet, der giver
koblingen mellem plasmaets tryk og magnetfelttrykket.

Umiddelbart kan det vere svert at forstd, at der kan Igbe en strgm vinkel-
ret pd magnetfeltlinierne i et plasma, nér vi jo ved, at en sidan strgm mé
bares af en transport af ladede partikler, og at alle de ladede partikler bevaeger
sig i gyrocirkler omkring et fast gyreocenter, som er deres middelposition,
hvorfra de ikke flytter sig.

For at forklare dette tilsyneladende paradoks ser vi p& Fig. 5.3.b), hvor der
er optegnet gyrobaner for nogle ioner, hvis gyrocentre ligger pi x-aksen. Der
er valgt tre grupper af ioner alle med samme hastighed og dermed samme
gyroradius r.. De tre gruppers gyrocentre ligger ved henholdsvis x,, x, og x; R
og afstanden mellem x, og x, er lig afstanden mellem x, og x3, og lig 2r.. Vi
antager fgrst, at temperaturen i plasmaet er uafhengig af x, og at plasmatet-
heden falder med x, dvs. dn/dx < 0. Disse antagelser bevirker, at der er flere
ioner i gruppen med gyrocenter i x,, end der er i gruppen med gyrocenter i
X5, som igen har flere ioner end den sidste gruppe med gyrocenter i x3. Dette
forhold er illustreret pd Fig. 5.3.b) ved forskellige tykkelser af de indtegnede
gyrocirkler. Ser vi nu pd positionen midt mellem to gyrocentre, er det klart,
at der er flere ioner, der passerer denne position i nedadgdende retning end i
opadgdende, hvilket medfgrer en nedadrettet nettotransport af ioner, og da
ionerne barer positiv ladning, medfgrer det en nedadrettet stremtzthed. Da
disse argumenter gzlder for alle hastigheder og dermed for alle gyroradier,
ser vi, at i et plasma med konstant temperatur md man forvente en strgmtet-
hed béret af ionerne, der er proportional med dn/dx.

Lad os nu se pd en situation, hvor plasmatztheden er uafhengig af x,
medens temperaturen falder med x, dvs. dT/dx < 0. Lad os betragte et lille
omride omkring et punkt x’ pd x-aksen som vist pd Fig. 5.3.c). De ioner, der
bevager sig nedad gennem dette omride har alle deres gyrocentre liggende
for x < x’, medens de ioner, der bevager sig opad, har deres gyrocentre
liggende for x > x’. Da temperaturen falder med x, har de ioner, der har deres
gyrocentre liggende for x < x’, i snit stgrre termisk hastighed - og dermed
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stgrre gyroradier - end de, der har deres gyrocentre for x > x’. Det betyder, at
i gennemsnit bevager de nedadrettede ioner gennem det lille omréde om-
kring x’ sig hurtigere end de opédrcttcdc, hvilket igen medfgrer en nedadret-
tet nettotransport af ioner, og dermed en nedadrettet strgmteathed.

Helt tilsvarende argumenter kan fremfgres for elektronernes bidrag til
strgmtztheden. Elektronerne roterer den modsatte vej i deres gyrocirkler;
men da de har negativ ladning, giver de ogsd et nedadrettet bidrag til strgm-
tztheden, bdde i Vn- og i VT-situationerne. ,

Da sével en gradient i plasmatetheden som i temperaturen giver anledning
til strgmme, er det ikke forbavsende, at man i udtrykket for den endelige
strgmtzthed (5.13) finder, at denne strgmtathed er proportionel med gradi-
enten af produktet af tzethed og temperatur, altsd med Vp.

Bemerk ved brug af (4.54) og (4.55), at strgmningshastigheden u har sam-
me retning som ionernes bidrag til den elektriske strgmtethed, dvs. u er
vinkelret pd Vp, hvilket viser, at antagelsen 3/t = d/dt = 0, som blev brugt
ved udledningen af (5.5) og (5.6), er gyldig for det system, der er behandlet i
dette afsnit.

Allerede under omtalen af effekttztheden i et fusionsplasma i kapitel 1
indfgrtes i (1.13) en plasmaparameter, 8, der beskriver forholdet mellem
partikeltrykket og magnetfelttrykket. Ved brug af (5.11) kan (1.13) skrives

14 14
= = 5.14
P = Bijam = B tp’ (5.14)

hvor plasmatrykket p er givet ved (4.56), og B er magnetfeltstyrken i plasma-
et.

Diskussionen i dette kapitel af et plasma i et magnetfelt med rette feltlinier
og specielt (5.11) giver et bedre fysisk grundlag for en forstielse af B’s betyd-
ning. I praktiske fusionseksperimenter, hvor magnetfeltet ikke har rette felt-

linier, bliver definitionen af 8 mere kompliceret. Forskellige eksempler gives
i afsnit 5.6.

5.2. Toroidale Systemer

Ideal MHD teori benyttes inden for fusionsplasmafysikken til at finde mag-
netfeltkonfigurationer, der er gode til at holde et plasma med s hgje B-verdi-
er som muligt indesluttet og isoleret fra de materielle vaegge i den omgivende
beholder. Der er to hovedtyper af magnetfeltkonfigurationer, der undersgges
inden for fusionsforskningen, og de er begge nzvnt i kapitel 3:
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a) Magnetiske spejlmaskiner, der er karakteriserede ved, at de magnetiske
feltlinier forlader plasmaomridet og skerer gennem materielle vaegge
et sted uden for plasmaet, se Fig. 3.4.c).

b) Toroidale konfigurationer, der er karakteriserede ved, at feltlinierne
Igber rundt i systemet og derfor ikke skarer materielle veegge pd noget
sted.

Spejlmaskiner synes at have en meget mindre chance end de toroidale
systemer for at kunne opfylde kravene for en fusionsreaktor, dvs. for at kunne
opfylde Lawson-kriteriet, der er diskuteret under afsnit 1.2.6. Det skyldes
forskellige forhold, bl.a. at elektronerne har en meget stor termisk lednings-
" evne langs magnetfeltlinierne, som bevirker, at plasmaet afkgles ved deres
kontakt med vaggene. Det skyldes ogs8, at plasmaindeslutningstiden er me-
get kort, fordi de stgd, der naturngdvendigt sker mellem de ladede partikler,
har en stor sandsynlighed for at sld en partikels hastighedsvektor ind i tabs-
konus, hvorved partiklen straks er tabt. Endelig er det allerede nzvnt i under-
afsnit 3.3.1, at hastighedsfordelingsfunktionen i spejlmaskiner er ustabil.
Spejlmaskiner vil kun kunne udvikles til fusionsreaktorer, hvis der sker epo-
keggrende gennembrud i arbejdet pd at Igse de her nzvnte problemer.

Da de toroidale systemer synes at have meget stgrre chancer for at kunne
udvikles til fusionsreaktorer, vil vi koncentrere os om dem. Toroidale syste-
mer er som navnt i underafsnit 3.2.6 karakteriserede ved, at vakuumkamme-
ret har form som en bilslange, en torus, hvori plasmaet ligger som en lukket
ring (se Fig. 3.3). Det holdes sammen af et magnetfelt, hvis feltlinier lgber
rundt i torus uden at skzre gennem beholdervaeggene. I det simple toroidale
system, der er vist i Fig. 3.3, dannes magnetfeltet af et szt toroidale spoler, og
de cirkelformede feltlinier lgber rundt i toroidal retning, i @-retningen. Det
blev vist i underafsnit 3.2.6, at et s simpelt toroidalt system ikke kan holde et

Fig. 5.4. Generelt magnetfeltlinieforlgb i toroidale systemer.
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plasma indesluttet; plasmaringen vil ekspandere i fl-remingen (se Fig. 3.3.b))
og hurtigt ramme vaggen.

I de toroidale systemer, der arbejdes med i gjeblikket, lgber magnetfeltlini-
erne rundt i torus pd en mere kompliceret mide. De danner ikke lukkede
cirkler, men snor sig i skruelinier rundt i og om plasmaringen, som vist pd
Fig. 5.4. At sddanne snoede magnetfeltlinier vil kunne afhjelpe plasmaets
tendens til at flyde ud mod vaggen, som diskuteret i underafsnit 3.2.6, ses
direkte. Nir magnetfeltlinierne snor sig omkring plasmaringen, vil de ladede
partikler, der udggr den rumladningstethed, der opbygges gverst og nederst i
plasmaet, ved at glide langs feltlinierne neutralisere rumladningen, og det
vertikale elektriske felt, der ville fare plasmaet ud mod vaggen, vil derfor

“ikke dannes. De snoede feltlinier kortslutter det elektriske felt.

Der er forskellige mider, hvorpé skrueformede magnetfeltlinier i toroidale
konfigurationer kan opnis. Vi skal her diskutere tokamakkonfigurationen i
nogen detalje. Vi vil ogsd skitsere stellaratorkonfigurationen. For de gvrige,
hvoraf i fleng kan nzvnes RFX (reversed field experiment), Bompy Torus,
Heliotron, Torsatron, henvises til fagliteraturen, f.eks. til [13].

5.2.1. Tokamakkonfigurationen

Ordet tokamak er en sammensztning af forbogstaver i de tre russiske ord for
toroidalt kammer magnetisk, og det er som nzvnt russiske undersggelser,
der i 1968 for alvor satte gang i tokamakforskningen. P4 Fig. 5.5.a2) vises
princippet i en tokamak. Plasmaet har form som en ring, der ligger i et
toroidalt kammer; det er ikke vist pd figuren. Omkring kammeret er lagt en
rekke toroidale magnetfeltspoler, som genererer det toroidale magnetfelt.
Plasmaringen, kammeret og ringen af toroidale magnetfeltspoler omslutter en
transformerkerne. Plasmaringen udggr dermed den sekundere vikling pé en
transformer, og der kan derfor induceres en plasmastrgm, der lgber rundt i
plasmaet i @-retningen. Plasmastrgmmen inducerer et polert magnetfelt,
hvis feltlinier lgber rundt om plasmasgjlen i 6-retningen. Superpositionen af
det toroidale og det polere magnetfelt bliver s& et felt, hvor linierne lgber
som skruelinier rundt i plasmaringen.

Af Fig. 5.5.b) fremgér koordinatretningerne i det toroidale (R, ¢, 0)-koor-
dinatsystem, der ofte benyttes ved beregninger p& plasmaer i toroidale syste-
mer.

Inden for tokamakforskningen benyttes normalt fglgende notation for plas-
maer med cirkulzre tversnit (se igen Fig. 5.5):
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Transformerkerne

Toroidalfeltspoler

Poleert
magnetfelt

Toroidalt

magnetfelt
Plasmastrem Detresulterende
{sekundeer vinding) skrugformede magnetfelt

Fig. 5.5. a) Tokamakkonfigurationen.
b) Toroidalt koordmatsystem.

Plasmaringens:storradius:

=

Plasmaringens lilleradius:
Det toroidale magnetfelt:

Det polzre magnetfelt:

o~~~ I -~ I o
)

Det vertikale magnetfelt:

<

P

Plasmastrgmmen:

Det vertikale magnetfelt er ikke wist pd Fig. 5.5 Det er et ekstra magnetfelt,
som er med til at holde plasmaet i ligevaegt. Feltlinierne lgber lodret gennem .
plasmaringen, og de genereres af et st spoler, der ligger parallelt med plas-
maringen, men uden for de toroidale magnetfeltspoler. Spolerne for det verti-
kale felt er heller ikke vist pd Fig. 5.5, men de kan ses pd Fig. 5.12.b).
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Ud fra de ovennavnte stgrrelser defineres:
Aspektforholdet = Ry/a (5.15) Aspektforhold
det inverse aspektforhold
e=a/R, | (5.16) Invers aspektforhold

og sikkerhedsfaktoren pé plasmaoverfladen

_ B a )
q(a) = B (@) Ry (5.17) Sikkerhedsfaktor

Den fysiske betydning af € er klar. Af geometriske grunde kan e ikke.
overstige verdien én. Jo nermere den kommer til én, des mere kompakt og
tyk er tokamakopstillingen.

ZTERO
Y o

Fig. 5.6. Den geometriske betydning af q(a).

En geometrisk forstdelse af betydningen af q(a) opnds ved at udfolde plas-  Sikkerhedsfaktorens
margret som vist p Fig. 5.6. Plasmargrets overflade antager da form som et JSiske betydning

rektangel med siderne 2wa og 2wR, . De magnetfeltlinier, der lgber pd plas-
maoverfladen, afbildes i dette rektangel som rette linier med hzldningen
B/B, . Fglger vi en magnetfeltlinie én gang rundt om plasmasgjlen (27ra),
bevager vi os et stykke, L, rundt langs plasmasgjlen i toroidal retning, hvor L
= 2mwa B/B,,. Vi finder
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= —— =¢(a). (5.18)

q(a) er altsd det antal omgange rundt i plasmasgjlens toroidale retning, der
tilbagelegges, ndr man bevager sig langs en magnetfeltlinie én gang rundt
om plasmasgjlen i den poloidale retning. Ovenfor er q beregnet ved plasmao-
verfladen, hvor r = a. q kan naturligvis ogsd beregnes inde i plasmaet som
funktion af r. Da q athznger af B, som igen afhznger af plasmastrgmmens
fordeling over tversnittet, vil q(r) inde i plasmaet afthenge af plasmastrgm-
mens fordeling over plasmasgjlens tversnit. Man finder for cirkulere plas-
matvaersnit

Bgf'z
Bo Ry [ #j(r)dr
o

q(r) = (5.19)

hvor j(r’) er plasmastrgmtetheden som funktion af r’.

For ikke-cirkulere plasmatversnit bliver q(r) en mere kompliceret stgrrel-
se.

Det vil senere blive vist, at sikkerhedsfaktorens stgrrelse har betydning for
et tokamakplasmas ligevagts- og stabilitetsforhold.

Som det fremgér, opnds de skruede magnetfeltlinier i tokamakkonfigura-
tionen ved hjzlp af en plasmastrgm, der induceres ved brug af en transfor-
mer. Da alle transformere har et begrenset fluxsving, dvs. et begrenset antal
volt-sekunder, til ridighed, kan plasmastrgmmen kun opretholdes i en be-
grenset tid. En tokamakreaktor m4 derfor komme til at arbejde i en pulseren-
de driftform. Kun hvis man kan finde en metode til en opretholde en kon-
stant plasmastrgm, kan tokamakkonfigurationen udvikles til en kontinuerligt
arbejdende reaktor.

5.2.2. Stellaratorkonfigurationen

I en stellarator opnds de skrueformede magnetfeltlinier ved hjelp af et ekstra
system af ledere, der er lagt omkring torusen. Princippet er vist pd Fig. 5.7. Vi
genfinder de toroidale magnetfeltspoler, der danner det toroidale felt. Mellem
toruskammeret og de toroidale magnetfeltspoler er lagt 6 parallelle og lukke-
de ledere, der snor sig omkring torus. P4 figur 5.7 kaldes de stellaratorledere.
Hveranden af disse ledere fgrer strgm i + @-remingen og hveranden i
- &-retningen. Disse strgmme genererer magnetfelter i torus, der sammen
med det toroidale felt kombineres til et felt med snoede magnetfeltlinier.
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Inde i torus dannes magnetfeltliniergr med trekantlignende tversnit. Ved
bevagelse i @-retningen drejer trekanten sig p& en sidan made, at den fglger
drejningen af stellaratorlederne. Magnetfeltlinierne, der definerer det trekan-
tede feltliniergr, snor sig om dette rgr med en stigning, der athznger af
forholdet mellem strgmmen i lederne og det toroidale felt.

Toroidale magnetfeltspoler?

Plasma

Fig. 5.7. Stellaratorkonfigurationen.

Som det fremgdr, kan alle strgmme, der er ngdvendige for at generere
stellaratorens magnetfelt, genereres fra dc-generatorer. En reaktor, der funge-
rer efter stellaratorprincippet, kan derfor umiddelbart vere en kontinuerligt
arbejdende reaktor. Til gengzld har stellaratoren den ulempe i forhold til
tokamakkonfigurationen, at den er meget mere kompliceret at opbygge og
vedligeholde pd grund af de komplicerede spolesystemer.

5.3. Generelle Egenskaber for Plasmaer i Ligevaegt 1
Toroidale Konfigurationer

Vi betragter et plasma, der er indesluttet i en toroidal feltkonfiguration. Vi
antager, at plasmaet er i ligevegt og ikke @ndrer form, dvs. at alle 3/dt = 0.
Desuden vil vi antage, at fluidhastigheden w = 0. Tidsuafhzngige ligevagts-
situationer med u # 0 er mulige, men de krazver, at u er vinkelret pé Vp og
Vp. Vi vil ikke her behandle s&danne situationer, men antage, at plasmaet er i

ro. Med disse antagelser tager ligningerne for ideal MHD (4.87) - (4.92)
formen
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jxB=Vp, , (5.20) Idea.l MHD-l'ignirfger
for ligeveegtssituationer

V xB=pj, (5.21)
V.B=0. (5.22)

j, p og B-vardier, der tilfredsstiller ligningerne (5.20) - (5.22), er mulige
ligevagtssituationer.
Prikproduktet af ligning (5.20) og henholdsvis B og j fgrer til

B.-Vp=0 (5.23)

og

j-Vp=0. (5.24)

Af (5.23) fglger, at B-linierne stir vinkelret pi Vp, altsd at p er konstant  Fluxflader
langs en B-feltlinie. Det betyder, at en enkelt B-feltlinie lgber rundt pd en
lukket toroidal flade med konstant tryk. Magnetfeltliniergrene eller fluxfla-
derne har alle torusform, og de ligger inden i hinanden som antydet pd Fig.
5.8. Normalt har fluxfladerne ikke cirkulzre tversnit i polere snit.

Fig. 5.8. Flader med konstant tryk er ogsd fluxflader.

Normalt vil trykket vere stgrst pd torusaksen (ved r=0) og aftage med afstan-
den fra aksen.

De magnetiske fluxflader deles op i to klasser:

a) Flader, hvorpd en magnetisk feltlinie lgber ngjagtig tilbage i sig selv
efter et vist antal omgange rundt om torus i poloidal eller toroidal
retning.
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b) Flader, hvorp3 en magnetisk feltlinie aldrig lgber ngjagtig tilbage i sig
selv.

Magnetfeltlinie Fluxflade

Fig. 5.9. Grafisk fremstilling af rotationstransformationen, .

Situationen er illustreret pd Fig. 5.9, hvor der er vist en af de torusformede
fluxflader med en enkelt magnetfeltlinie, der Igber godt en gang rundt i
toroidal retning. Efter én tur rundt i toroidal retning har magnetfeltlinien
@ndret sin vinkel i et polert plan med A8. Man definerer rotationstransfor-
mationen, v, som middelverdien af A0-verdierne over mange omgange i
toroidal retning, altsd ved

.1
¢ = lim ~ > oAb, . (5.25)

Hvis rotationstransformationen er en rationel brgkdel af 2, lgber magnet-
feltlinien ngjagtig tilbage i sig selv som omtalt ovenfor under a). Hvis ikke,
har vi situationen under b), hvor magnetfeltlinien aldrig lgber ngjagtig tilba-
ge 1sig selv. I sidste tilfzelde vil den dzkke hele fluxfladen.

I de fleste toroidale systemer er v en funktion af r. r-intervaller, hvor v ikke
er en rationel brgkdel af 2, skifter med punkter, hvor den er. P4 de flader,
hvor  er en rationel brgkdel af 27r, opstdr der generelt specielle stabilitetspro-
blemer.

Bemerk, at 1 og sikkerhedsfaktoren q, som blev omtalt for tokamakkonfi-
gurationen i afsnit 5.2.1, er sammenknyttet ved

_ 2
q(r) = ok (5.26)
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Det er altsd ved rationelle (bl.a. heltallige) q(r)-verdier, der forventes stabili-
tetsproblemer i tokamakeksperimenter.

Af (5.24) fglger, at ogsd strgmtztheden j stdr vinkelret pd Vp. Da, som
nzvnt, ogsd fluxfladerne overalt stir vinkelret pd Vp, har vi alts§, at strgm-
men lgber pd fluxfladerne; den har ingen komponent vinkelret pd fluxflader-
ne. Bemark imidlertid, at strgmtztheden normalt ikke er parallel med B-li-
nierne. Nir Vp = 0, kraver trykbalanceligningen (5.20) jo, at j har en kom-
ponent vinkelret pd B.

Fra den kendsgerning, at bdde B og j lgber pd fluxfladerne, fglger, at
falgende stgrrelser:

Den toroidale strgm

Tyor = / j-dS, (5.27)
den polere strgm

Ipo = /j -dSp , (5.28)
den toroidale flux

w=[B.as. (5.29)
og den polere flux

Yp = /B-dSp (5.30)

er stgrrelser, der kun athenger fluxfladen. Fig. 5.10 viser de to fladeelementer
dS, og dS, . dS-integralerne i (5.27) og (5.29) skal udfgres over hele tvarsnit-
tet af et polert snit gennem fluxfladen. dS;-integralerne i (5.28) og (5.30) skal
udfgres over Sj-fladen fra den magnetiske akse ved r = 0 ud til fluxfladen,
der strekker sig over hele vinklen 21 i toroidal retning. Integralerne i (5.27)
og (5.29) er uathzngige af den toroidale position (p-verdien) af det polere
snit, og integralerne i (5.28) og (5.30) er uathzngige af den polere position
(6-verdien) af den flade, der integreres over. Stgrrelser som de, der er givet
ved (5.27) - (5.30), og som kun athenger af, hvilken fluxflade der vzlges,
kaldes fluxfladestgrrelser. Af andre stgrrelser, som ud fra deres definition er
fluxfladestgrrelser, kan n®vnes plasmatrykket og rotationstransformationen.
Bemerk, at stgrrelser som det polere magnetfelt, det toroidale magnetfelt og
strgmtetheden ikke er fluxfladestgrrelser.

Fluxfladestgrrelser



To tetliggende
fluxflader

Fig. 5.10. Grafisk fremstilling af integrationsfladerne for dS- og dS ,-integralerne.

Eksistensen af fluxfladestgrrelser ggr, at fluxfladerne er en god variabel
parameter at indfgre ved beregning af ligevaegts- og stabilitetsegenskaber for
plasmaer i toroidale systemer.

5.4. Kvalitative Betragtninger over
Plasmaindeslutning i Toroidale Konfigurationer

En plasmaring i et toroidalt system har en indbygget tendens til at udvide sig
i bide r- og R-retningen. Tendensen skyldes, at partikeltrykket vil strebe
mod at forgge plasmaets volumen. Situationen er helt analog med en gas, der
under tryk holdes indesluttet i en gummislange (cykelslange). Trekspendin-
ger i slangevaeggen skal kompensere for gassens tendens til at udvide sig i
bide r - og R-retningen og dermed etablere en ligevaegtstilstand. For plasma-
ringens vedkommende er det magnetfeltkonfigurationen, der skal vare i
stand til at holde plasmaet indesluttet og erstatte spendingerne i gummivag-
gene.

Ved siden af den ovennzvnte trykbetingede tendens til, at plasmaringen
udvider sig i bdde r - og R-retningen, har en plasmaring, der barer en strgm i
:p-retningcn, en ekstra tendens til at udvide sig i R-retningen. Denne tendens
skyldes den kraft, der pd engelsk kaldes “the hoop force”. Den skyldes veksel-
virkningen mellem strgmmen og det magnetfelt, som den selv genererer, og
den kan lettest forstds som frastgdningen mellem de modsat rettede strgmme
i diametralt modsatte segmenter af ringen.
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For at f3 en kvalitativ fornemmelse af et toroidalt systems evne til at holde
et plasma indesluttet i en stabil ligevagtssituation ser vi pd to grensetilfelde:

a) rent toroidalt felt svarende til q —
b) rent poloidalt felt svarende til q = 0.

Bade det rent toroidale felt og det rent poloidale felt kan kompensere for ~ Kompensation mod ud-
plasmaringens tendens til at ekspandere i r-retningen. For det rent toroidale videlse i r-retningen
felts vedkommende sker det ved, at der i plasmaoverfladen lgber diamagneti-
ske strgmme, som vekselvirker med magnetfeltet, og derved holder plasmaet
indesluttet, som allerede diskuteret i underafsnit 5.1.2, For det rent poloidale
felts vedkommende er situationen forskellig. Plasmastrgmmen i @-retningen
genererer det poloidale magnetfelt. Vekselvirkninen mellem strgmmen og
magnetfeltet giver et indadrettet Lorentz-tryk, som kompenserer plasmatryk-

- Kkets tendens til at udvide plasmaringen i r-retningen ved at opfylde ligning
’ (5.20). Forholdene er vist pd Fig. 5.11.

Plasmastrg,

Y

Poloidalt magnetfelt

Fig. 5.11.§ X B-tryk i — -retningen kompenserer plasmatryk i + t-retningen i rent
poloidalt felr.

Vi ser nu pi det rent poloidale felts evne til at kompensere for plasmarin-  Poloidalt felts kompen-
gens tendens til at udvide sig i R-retningen. Denne tendens skyldes som s'aiion mf’d udvidelse
. . 1 R-retningen
nzvnt, at sivel plasmatrykket som “the hoop force” vil strebe mod at udvide
plasmaringen i f{-retningen. Der er to mider at kompensere for denne udad-
rettede trykkraft.
Den ene opnds ved at benytte et torusformet vakuumkammer, som har Perfekt ledende vegge
vagge af perfekte ledere. Nir plasmaringen begynder at ekspandere i R-ret-
ningen, vil det poloidale magnetfelt komprimeres mellem plasmaet og kam-
mervaggen; det kan jo ikke forsvinde, da den samlede poloidale flux mellem
plasma og kammervaeg er konstant. Nir plasmaet har bevaeget sig et stykke
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i R-retningen, bliver det indadrettede magnetfelttryk pi dets yderside s&
stort, at det kan kompensere de nzvnte udadrettede tryk. Situationen er
illustreret pd Fig. 5.12.a).

Den anden méde at kompensere de udadrettede trykkrefter opnds ved at
indfgre et vertikalt felt, B,, gennem plasmaet, som allerede navnt i underaf-
snit 5.2.1. Et sddant vertikalt felt kan genereres af spoler, der ligger parallelt
med plasmaringen, men uden for denne, som vist pd Fig. 5.12.b). Det vertika-
le felt skal have en sddan retning, at det forstzrker det poloidale felt i omridet
omkring R = R, + a og svaekker det i omrddet omkring R = R, - a.
j X B,-trykket bliver sd et magnetisk tryk, der pévirker plasmaringen i den
negative R-retning, og som derfor kan kompensere de udadrettede plasma-
tryk.

I praksis benyttes begge metoder; den sidste har den fordel, at man ved at
variere B, kan placere plasmaet i den position, man gnsker.

a) b)

Ledende kammerveeg Spoler for vertikalt
magnetfelt

Plasma

Poloidalt Vertikalt
magnetfelt magnetfelt

Fig. 5.12. a) Plasma holdt i ligevagt ved hjelp af komprimeret magnetfelt.
b) Plasma holdt i ligeveegt ved hjelp af vertikalt magnetfelr.

Vi vender os nu mod det rent toroidale felt for at vurdere dets evne til at
kompensere for plasmaringens tendens til at udvide sig i R-retningen. Ogsa
her er der to grunde til, at plasmaringens storradius har en tendens til at
forgges. Den ene er partikeltrykket; den anden er, at magnetfelttrykket, der
skyldes Lorentzkraften mellem det toroidale magnetfelt og de diamagnetiske
strgmme, er stgrre pd plasmaringens inderside end pd ydersiden. Vi vil nu
beregne den indadrettede kraft pr. lzngdeenhed plasmaring, M, der er ngd-
vendig for at kompensere for plasmaringens tendens til at udvide sig.

Vi ser pd en plasmaring i et rent toroidalt felt som vist pd Fig. 5.13. Uden
for plasmaet er det toroidale felt omvendt proportionalt med R og givet ved

Bi(R) = R:(Ro)% ; (5.31)

102

Vertikalt felt

Toroidalt felts kompen-
sation mod udvidelse i
R-retningen



~R
L t. /2

Ledende veg

Fig. 5.13. Plasma i rent troidalt felt.
a) Den toroidale geometri
b) Der toroidale felts R-afhengighed
¢) Krefter pd plasmaring i toroidalt felt
d) Ledende veg holder ikke plasma i
toroidalt felt indeslutter
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hvor B(R,) er det felt, der ville have varet i plasmaringens midte, hvis
plasmatrykket havde veret nul. Vi valger at behandle et plasma, hvis B-vardi
er 1, hvilket betyder, at plasmaets partikeltryk, p, er lig med magnetfelttryk-
ket lige uden for plasmaet, se (5.14). Herved har vi, at plasmaets diamagneti-
ske virkning fuldstendig fortrenger det toroidale felt i selve plasmaet, som
vist pd Fig. 5.13.b).

Vi beregner fgrst den indadrettede kraft pr. lzngdeenhed, M , som er
ngdvendig for at kompensere plasmaringens trykbetingede tendens til at ud-
vide sig. P& Fig. 5.13.c) er vist halvdelen af plasmaringen set ovenfra. Denne
halvdel pdvirkes af den ikke viste halvdel med plasmatrykket p i snitfladerne.
Den samlede trykkraft, der pdvirker den halve plasmaring, er da

K, = 2ma’p. (5.32)

Hver af de to snitflader pdvirkes af K /2. K -kraften skal kompenseres af M,
der som vist pd Fig. 5.13.c), f.eks. kan angribe pd plasmaringens cirkelfor-
mede akse med radius R, Ved at tage komponenten i K’s retning af den
samlede virkning af M, findes

x
K, = / M, sin $R,dé , (5.33)
[

der ved brug af (5.32) fgrer til

M,=2F (5.34)

Vi beregner dernzst den indadrettede kraft pr. lengdeenhed. My, som er
ngdvendig for at kompensere plasmaringens magnetfeltbetingede tendens til
at udvide sig i R-retningen. Det toroidale magnetfelt i et punkt (0,a) pa
plasmaoverfladen findes ved hjzlp af (5.31) til

Ro - Bt (Ro)

Bi(6,0) = Bt(Ro)Ro+acos6’ T 14ecosf’ (5.35)
Heraf findes for magnetfelttrykket i (6,a)
2 [} 2
Bt( 1a) — Bt (RO) (536)

2o 2po(l+€cosh)?’

Vi beregner nu den resulterende udadrettede (dvs. i R-retningen) kraft, |
pd overfladen af segmentet mellem ¢ og ¢ + Ag, se Fig. 5.13.c). Idet magnet-
felttrykket altid pavirker plasmaringen i - T -retningen findes
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2x
2
Km = —/B#;z’—a)ade(Ro+acosﬂ)A¢cos0 '

BZ(R ) cos 6do
- 2p0 aR Ad’_/ l1+4+ecosf’ (5-37)

der til fgrste orden i det inverse aspektforhold € bliver

B}(R,)
2,

K, =

aR,Ader . (5.38)

Den resulterende udadrettede magnetiske kraft pr. lengdeenhed plasmaring,

M,,, f&s ved at dividere (5.38) med segmentets udstrekning i toroidal retning,
R Ao.

_ ma® B}(R,)

= 5.39
™ R o (5.39)

Den samlede udadrettede kraft pr. lengdeenhed plasmaring bliver summen
af (5.34) og (5.39):

2 2
M=M,+M,=2 <p+ 5—(R—")) , (5.40)
R, 24,

som i vort tilfelde med 8 = 1 og dermed p = Bf R,)/2p, bliver

27alp

M=
R,

(5.41)

For at holde plasmaet i ligevegt kreeves det altsd, at det pdvirkes af en
indadrettet kraft pr. lengdeenhed af plasmaringen, der er lig med M. En
sddan kraft kan det toroidale magnetfelt ikke yde. Plasmaringen kan @ndre
sin position i det toroidale kammer, uden at der opstir en resulterende pé-
virkning af magnetiske krefter fra det toroidale felt, pd samme méide som en
almindelig leder frit kan bevzges rundt i et magnetfelt. Heller ikke en leden-
de kammerveg kan holde plasmaet pd plads i dette tilfelde. Nir plasmaet
bevager sig ud mod vaeggen vil magnetfeltlinierne blot glide forbi plasmaet
som antydet pd Fig. 5.13.d), og der vil ikke opstd et forgget plasmatryk
mellem plasma og vag. Det vertikale magnetfelt, der kunne holde et plasma i
balance i et poloidalt felt, vil heller ikke kunne pavirke plasmaet i det rent

105

Ligevegtskrav kan
ikke opfyldes



toridale felt, fordi krydsproduktet mellem de diamagnetiske strgmme og et
vertikalt felt ikke har nogen resulterende komponent i R-retningen.

Nir der alligevel er brug for en toroidal komponent i magnetfeltet i toroi-  Toroidalt felt virker
dale maskiner, skyldes det, at det toroidale felt hjelper med til at stabilisere et stabiliserende
plasma, som holdes i ligeveegt i poloidale felter. Hvis plasmaringen f.eks.
begynder at sno sig som en spiral, eller hvis den et eller andet sted fir en
tendens til at sngre sig af (til at formindske sin lilleradius), si vil tilstedeve-
relsen af en toroidal magnetfeltkomponent stabilisere plasmaet. Det viser sig,
at man kun fir et stabilt plasma, hvis B, er tilsfrmkkelig stor, svarende til at q
skal veere over en vis grense, som viser sig at vere ca. 3. Dette diskuteres
dybere i underafsnit 5.5.5.

For at vurdere om det overhovedet er n#dvendigt at holde plasmaet inde- Ligevegtskraver
sluttet i R-retningen vil vi nu beregne, hvor hurtigt en plasmaring i et rent Skl opfyldes
toroidalt felt vil ekspandere ud til veeggen i det omgivende kammer. Vi ser pd
en lengdeenhed af plasmaringen. Den har massen nm;aZm, og den pvirkes af
kraften, M, givet ved (5.41). Newtons anden lov er da

odu  2mwa?
mmia’— =

it~ R,V

(5.42)

Lad os starte med at se pé ringen pi et tidspunkt, hvor den eri ro, dvs.u = 0.
Integration af (5.42) fgrer til
w=—22_4. (5.43)

Ronm;

En yderligere integration fgrer til, at plasmaringen i tiden t har bevaget sig
til stykket L, hvor

L=—-t_g, (5.44)

For at nd ud til veggen skal plasmaet beveage sig et stykke, der karakteristisk
er lig lilleradius a. Ifglge (5.44) tager det tiden

;e (aRonm,-)I/?
=\ ) (5.45)
der med p = 2n«kT (se 4.56) fgrer til
aRom,- 1/2
T= ('—2—’?) : (546)
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Indszttes heri fglgende vardier, der er karakteristiske for et fusionsplasma, a
=1m,R, = 3m, m; = mp = 31027 kg og xT = 10 keV, findes

r~1,7 ps. (5.47)

Lad plasmaets tzthed n vare 1020 m-3, der ogsd er karakteristisk for et fu-
sionsplasma. Hermed opnis for Lawson-produktet

nr=1,7-10"sm™3, (5.48)

hvilket er ca. 6 stgrrelsesordener under den ngdvendige verdi for et fusions-
plasma, som det er diskutereret i underafsnit 1.2.6. Det fremgir heraf, at det
er absolut ngdvendigt at benytte en magnetfeltkonfiguration, der kan holde
plasmaet indesluttet i R-retningen.

5.5. Kvantitative Betragtninger over
Plasmaindeslutning i En-dimensionale
Konfigurationer

I afsnit 5.4 praesenteredes kvalitative betragtninger over toroidale magnetfelt-
systemers evne til at holde indesluttede plasmaer i ligeveegt. En kvantitativ
beskrivelse af plasmaers ligevagt i toroidale systemer er kompliceret og uden
for denne bogs rammer. Sddanne behandlinger kan findes i f.eks. [12], [13] og
[14]. Man kan imidlertid komme langt i retning af en kvantitativ behandling
af sdvel trykbalance som stabilitet i r-retningen ved at betragte én-dimensio-
nale plasmaer, dvs. lange, rette plasmastrenge, der er holdt sammen i passen-
de magnetfelter. Sidanne strenge kan jo opfattes som toroidale plasmaringe,
der er rettet ud. Trykbalancen i R-retningen for en toroidal plasmaring kan
naturligvis ikke behandles ved at betragte udrettede plasmastrenge, da de
resulterende krefter i R-retningen pi en plasmaring jo netop skyldes ringens
bgjning.

I det fglgende ser vi fgrst pd den udrettede udgave af en plasmaring i et rent
toroidalt felt, dvs. vi betragter en strgmlgs plasmastreng i et homogent mag-
netfelt. En sidan plasmastreng kaldes en 6-pinch. Derefter behandler vi den
sdkaldte Z-pinch, som er den udrettede udgave af en plasmaring i et rent
poloidalt felt. Endelig ser vi p skruepinchen, som er den udrettede udgave af
en plasmaring i en normal tokamakkonfiguration med en endelig g-vardi.

5.5.1. 0-pinchen

Tager man en toroidal konfiguration med en plasmaring i et rent toroidalt

magnetfelt og tenker sig den rettet ud, fir man en situation som skitseret pa
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Fig. 5.14. Den toroidale konfigurations toroidale felt, B,, kaldes her B,, og
styrken af det ydre pdtrykte felt kaldes B,,. Plasmaringen representeres af et
stykke af lengden 2wR, af plasmastrengen pd Fig. 5.14.

b) bopld 8,
B,(r
4
—t—>
a

Fig. 5.14. 0-pinch.
a) Plasmastreng 1 homogent magnetfelt.
b) Variation af tryk og magnetfelt over plasmastrengen.

Ligevegtssituationen for plasmastrengen beskrives ved hjelp af ligninger-
ne for ideal MHD, (4.87)-(4.92). Samme type antagelser, som blev benyttet i
underafsnit 5.1.2, hvor et plasmas diamagnetiske egenskaber blev behandlet,
fgrer til, at plasmastrengen beskrives ved (5.5) og (5.6). Antagelserne er, at
konfigurationen er stationzer, og at alle lokale strgmningshastigheder enten er
nul eller vinkelret p4 alle gradienter i plasmaets parametre, dvs. i 8-retningen
i den aksesymmetriske geometri p3 Fig. 5.14.

Ligningerne (5.5) og (5.6) lgses let i det (r,8,z)-koordinatssystem, der frem-
gdr af Fig. 5.14. a). Idet B-feltet kun har z-komponenter, og alle plasmapara-
metrene kun afh®nger af r, findes af (5.6)

1 dB,
Mo dr

i=isb = f. (5.49)
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Af(5.5) fplger sd

d .
Jje B, = Eg ’ ' (550)

der kombineret med (5.49) fgrer til

42

= ) 5.51
4 m*"] 0 (5.51)

eller efter integration

Bl(r)2 Bgz
——— 4 p(r) = —. 5.52
e p(r) o, (5.52)

Vi genfinder her resultatet fra underafsnit 5.1.2, at et plasma i et homogent
magnetfelt er et diamagnetisk legeme. Den diamagnetiske virkning beskrives
igen ved B, som givet i ligning (5.14).

Som det fremgér af ovenstdende, kan en plasmastreng med en vilkirlig
symmetrisk trykprofil, p(r), holdes indesluttet i en ligevagtssituation i et
homogent magnetfelt. Det eneste krav er, at p(r) overalt er mindre end tryk-
ket, Biz /2p.,, af det ydre patrykte magnetfelt. Er denne befingelse opfyldt, vil
der i plasmaet lgbe diamagnetiske strgmme i §-retningen, som sammen med
B,-feltet producerer et Lorentz-tryk i —r -retningen, som udbalancerer plas-
maets modsatrettede partikeltryk.

Magnetfeltkonfigurationen kan derimod ikke holde plasmaet fast i sin po-
sition. Der er ingen krefter, der forhindrer en parallelforskydning af plasma-
strengen bort fra den oprindelige position. Enhver lille pdvirkning af plasma-
strengen vil derfor f3 den til, uden hindring, at bevage sig,ligesom enhver
anden leder i et homogent magnetfelt kan parallelforskydes, uden at der
opstdr kraftpdvirkning fra magnetfeltet. Vi har her samme situation som den,
der blev diskuteret for en toroidal plasmaring sidst i afsnit 5.4, hvor det blev
vist, at en plasmaring i et rent toroidalt felt ikke er i ligeveegt, men at den vil
ekspandere i R-retningen som fglge af bide plasmatrykket og den resulteren-
de udadrettede Lorentzkraft.

5.5.2. Z-pinchen

Tager man en toroidal konfiguration med en plasmaring i et rent poloidalt
magnetfelt og tenker sig den rettet ud, fir man den situation, som er skitseret
pé Fig. 5.15. Den toroidale konfigurations poloidale felt, By, kaldes her By Et

stykke af lengden 2wR, representerer igen plasmaringen i en toroidal konfi-
guration.
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Ligevagtsbetingelsen for Z-pinchen findes igen ved hjelp af ligningerne
(5.5) og (5.6), der igen lgses i det (r,0,z)-cylinderkoordinatsystem, som frem-
gér af Fig. 5.15.a). Idet B-feltet kun har komponent i 8-retningen, og idet der
antages fuld symmetri omkring z-aksen, har (5.6) kun komponent i z-retnin-
gen, den er

1d _
- g7 (rBa(r) = poji(r) - (5.53)
Tilsvarende har (5.5) kun komponent i ;-rctningcn, dener
. d
i) Bafr) = - B0 (5.5

Kombination af (5.53) og (5.54) fgrer til trykbalanceligningen

2(p 2(p
% (p(i') + B’;}fo)) + B;f.,(r) =0. (5.55)

Ligning (5.55) beskriver balancen mellem plasmatryk og magnetfelttryk hen
over Z-pinchens tversnit, pd samme méde som (5.51) og (5.52) beskriver
trykbalancen i 8-pinchen. Ligning (5.55) og (5.51) afviger fra hinanden ved
sidste led pd venstre side af (5.55); dette led optrder, fordi magnetfeltlinier-
ne er krumme i Z-pinchtilfzldet, medens de er rettet i 8-pinchen. Krumme
magnetfeltlinier pdvirker et volumenelement af et plasma i et magnetfelt med
en extra trekkraft langs magnetfeltlinierne. En fysisk fortolkning af dette
forhold diskuteres senere i dette afsnit.

Der kan konstrueres mange forskellige profiler, der opfylder (5.55). En af
dem er den sikaldte Bennett-profil, der blev studeret af Bennett allerede i
1934. I Bennett-profilen er ‘

Bo I, r
Bo(r) = 5 F 5 (5.56)
) I a?
i) = Errram (:57)
oI a?
p(r) = oF Rk (5.58)

Den totale strgm i plasmaet, I, er knyttet til strgmtztheden j, gennem
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[oe]

I = / ja(r) 2mr dr . (5.59)

(4

Det ses direkte ved integration, at strgmprofilen (5.57) opfylder (5.59).

a)
A
1= na? ; b)
1, Jz |
21na B
Holp 0
| 4 | > r
0 a 2a 3a
A
1
g 8nt’a B
B.R_Z.:p Llolp2 2]_10
PoIp
] 1 d » [
0 a 2a 3a

Fig. 5.15. Z-pinch.

a) Stromfdrende plasmastreng med tilhgrende By-felt,
b) Profiler for Bennett-pinchen.

Det vises let ved indszttelse af (5.56), (5.57) og (5.58), at disse profiler
opfylder trykbalanceligningen (5.55). Man bemarker ogsd, at summen af
partikeltrykket og magnetfelttrykket afhenger af r i modsztning til situatio-
nen for 6-pinchen. Dette skyldes sidste led pd venstre side af (5.55).

Den simple fysiske fortolkning af trykbalancebetingelsen for plasmaer in-
desluttet i homogene pdtrykte magnetfelter, som er udtrykt ved (5.11) og
(5.52), holder altsd ikke for plasmaer i inhomogene magnetfelter som det
Bg-felt, der diskuteres her. Ved at udvide konceptet om, at et magnetfelt yder
et tryk af stgrrelsen B2/2p, vinkelret pd feltlinierne til, at det ogsd yder et
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trek af stgrrelsen B2/2p, parallelt med feltlinierne, vil vi nu vise, at ogsd
Z-pinchen som beskrevet ved (5.55) er i balance, nir sivel tryk- som trek-
krefter medregnes.

Tanken om at opfatte et magnetfelt som ydende et tryk af stgrrelsen B/2p.,
vinkelret pi feltlinierne begrundes i resultaterne fra behandlingen af plasma-
er i homogene pétrykte magnetfelter, der fgrte til (5.11) og (5.52). Tanken om
at opfatte et magnetfelt som ydende et trk af stgrrelsen B%/2p, langs feltlini-
erne begrundes i den velkendte kendsgerning, at to magnetpoler, en syd- og
en nordpol, der er rettet mod hinanden, pﬁvirkcr hinanden med en tiltrek-
ningskraft pr. arealenhed, der har stgrrelsen B2,

Magnetfeltlinier

pmag, tryk

pmag, trek

Fig. 5.16. Skematisk fremstilling af magnetiske tryk- og trekpdvirkning pd rumele-
ment med form som magnetfeltliniergr.

Det koncept med tryk- og trzkkrzfter, der pdvirker et rumelement i et
magnetfelt, er skitseret pd Fig. 5.16. Her er valgt et volumenelement med
form som et magnetfeltliniergr og afskiret med to snit, der stir vinkelret pd
magnetfeltlinien midt gennem rgret. Endefladerne pdvirkes af magnetiske
tr®K, Pragireks der stdr vinkelret pd fladerne og dermed er parallelle med
feltlinierne. Tilsvarende pdvirkes sidefladerne af indadrettede magnetiske
tryk, Prmag.uyk.» der stdr vinkelret pd magnetfeltlinierne og dermed pi overfla-
derne af elementets sideflader. Endelig pévirkes hele rumelementet af et ind-
adrettet plasma partikeltryk, pp,., pd alle siderne. Dette partikeltryk er ikke
vist pd Fig. 5.16.

Det skal nu vises, at tryk-trekbalance for et magnetfeltliniergr i en Z-pinch
efter ovenstdende koncept fgrer til overensstemmelse med trykbalancelignin-
gen (5.55). Figur 5.17 viser et halvcirkelformet feltliniergr af en Z-pinch med
de tryk- og trekpdvirkninger, som pdvirker det ifglge vort koncept.
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Pmag. (r+ Ar)+
Ppart (r+Ar)

1‘ ; | rTr+Ar | ~r

ppart(r) - pmog(r)

Fig. 5.17. Halvcirkelformet magnetfeltliniergr i1 en Z-pinch. Rgrets tversnit er
AzAr, dets indre radius er r, og den ydre radius er r+ Ar, se det lodrette snit a).
Snittet b) viser i vandret snit de krefter, der pdvirker rgret. Udefra pdvirkes det
indad af trykRet pyq(r+ Ar) + ppa.(r-+ Ar), indefra pdvirkes det udad af trykket
Prmag(r) + Ppan(r)- Endelig pdovirkes rorets ender opad of trykket pyy— P

Settes summen af alle opadrettede krefter, som fremgér af b), lig summen
af alle nedadrettede fis

2Azr {Pmag(r) + ppart(r)} + 2AzAr Ppart(r) =

2Az(r+Ar) {Pmag(r + A7) + ppart(r + Ar)}+2A2A7 proag(r) ,(5.60)
som efter simple regninger og efter greenseovergangen Ar — 0 fgrer til

d 2
= {Pmag + Ppart} + 228 = 0, (5.61)

113



som med pp,, = Bé(r) /2 08 Ppare = P er identisk med (5.55).

Det kan vises generelt for et vilkirligt volumenelement i et plasma i balan-
ce i et magnetfelt, at summen af tryk- og trekkrefter beregnet som ovenfor er
nul. Det gzlder ogsd i grensen, hvor p,,; = 0, altsd for et vilkirligt volume-
nelement af et magnetfelt, B, for hvilket der gelder V-B = 0 og VXB = 0.
Konceptet med magnetiske trykkrefter vinkelret p4 feltlinierne og trekkraf-
ter parallelt med feltlinierne er altsd generelt gyldigt, og det viser sig at vere
serdeles nyttigt for mange regninger, ogsd i tilfzlde, hvor felterne er tidsvari-
erende. '

Det fremgdr af Fig. 15.5.b), at Bennett-pinchens B-verdi pd aksen, B, er lig
1, hvilket skyldes at By (O) = 0. Dette gzlder for alle profiler, der opfylder
ligning (5.55). Det vil naturligvis vere en fordel for effektproduktionen i en
fusionsreaktor at kgre med stgrst mulige B-vardier og gerne ner ved 1; men
det viser sig, at jo hgjere et plasmas B-verdi er, jo stgrre er dets tendens til at
blive ustabilt. Z-pinchen er ustabil bl.a. pd grund af den af naturen indbygge-
de hgje B-veerdi ner aksen i disse konfigurationer.

5.5.3. Kvalitative stabilitetsvurderinger for Z- og 0-pincherne

Selv om generelle stabilitetsundersggelser ligger uden for denne bogs ram-
mer, vil vi her kort komme ind p& Z- og 8-pinchers stabilitetsforhold. Vi
starter med Z-pinchen, og for at ggre behandlingen s simpel som muligt
veelger vi at betragte en pinch, hvor strgmmen lgber i et tyndt lag p& overfla-
den. En sddan Z-pinch er skitseret pd Fig. 5.18.a). I omridet r < a er partikel-

a) b)

/-Plosmostrzm /:Plosmost rem

pport pport

(B i

/]— » [ + + el
Qa a

Fig. 5.18. Z-pinchens ustabilitet.

a) Ligevaegtssituationen.

b) Belteformet indsnevring vokser p.g.a. forgget magnetfelttryk
pd overfladen.
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trykket p,,; = konstant, medens det er nul uden for dette omride. Forr < a
€I Pmag = 0 medens pp,,, ved r = a springer op til P,z = Ppay herfra falder
Pmag Proportionalt med r-2. Disse forlgb er skitseret nederst pi Fig. 5.18.a).
Det fremgir direkte, at denne konfiguration er i ligevagt og opfylder (5.61)
og derved ogs8 (5.55). :

Standardproceduren ved stabilitetsundersggelser er at g& ud fra en lige-
vagtssituation, som f.eks. den, der lige er vist for en Z-pinch pd Fig. 5.18.a).
Derefter tznkes ligevaegtskonfigurationen perturberet pd forskellige mdder,
og det undersgges om de krefter, der opstir som fglge af perturbationerne,
fgrer til, at perturbationerne vokser eller aftager. Kun hvis alle mulige per-
turbationer aftager, er ligevaegtskonfigurationen stabil. Hvis blot én enkelt
vokser, er den ustabil, fordi termiske fluktuationer altid vil medfgre, at der er
et vist indhold af alle perturbationer i plasmaet.

For at vise at Z-pinchen er ustabil, tenker vi os en perturbation, der har
form som den bzlteformede indsnzvring omkring Z-pinchen, som er antydet
pd Fig. 5.18.b). Da den samlede strgm i pinchen er uzndret, fir partikeltryk-
ket og magnetfelttrykket i et snit gennem pinchen ved den bzlteformede
indsnazvring det forlgb, som er vist nederst pd Fig. 5.18.b). Da det indadrette-
de magnetfelttryk her er stgrre end partikeltrykket, vil indsnzvringen vokse,
og derfor er Z-pinchen ustabil. Den type instabilitet, der her er diskuteret,
kaldes ofte pglseinstabiliteten (eng.: sausage instability). Det ses ved analoge
betragtninger, at en perturbation med form som en bealteformet udposning
ogsd vil veere ustabil.

ey B2

:||~|'|:

ALy

)i

f:;;"n‘::,

| Yl

diiib

/—ppdr“’pmog _\Cpport‘*pmog
P " p P 7
ma . Ppart
g /-\/— por;r mag /—-\onr;r

Fig. 5.19. 0-pinchens stabilitetsforhold.
a) Ligevegrssituationen.
b) Belteformet indsnevring aftager p.g.a. forgget udadrettet tryk,
Ppart + Pmag DA perturbationens overflade.
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Vi ser nu pd 6-pinchen og gennemfgrer en tilsvarende diskussion af dens
stabilitetsforhold. P4 Fig. 5.19.a) vises gverst selve 0-pinchens ligevagtssitua-
tion, medens forlgbet af py,r; OF Prag vises nederst. Pinchen er i ligevagt, da
det totale tryk, ppye + Pmag> €r konstant hen over et tversnit. P4 Fig. 5.19.b)
er der igen indfgrt en perturbation i form af en bzlteformet indsnzvring. Da
magnetfeltlinierne er “frosset” fast til plasmaet, vil de ogsd bgjes som vist pd
figuren. Herved forgges magnetfelttrykket inde i plasmaet, og det samlede
udadrettede tryk inde i perturbationen, py,; + Pmag bliver stgrre end det
udvendige magnetfelttryk, som vist nederst pd figuren. Resultatet bliver, at
perturbationen formindskes. Plasmaet er stabilt. Ogs& en udposning vil vere
stabil, hvilket let viser sig ved brug af analoge argumenter.

P4 samme mdde som 0-pinchen er stabi! over for overfladeperturbationer,
er ogsd dens toroidale ®kvivalent, en plasmaring i et rent toroidalt felt, stabil
over for sddanne perturbationer. For en plasmaring i et rent poloidalt felt, der
er zkvivalent til Z-pinchen, findes, at ogsé den er ustabil for overfladepertur-
bationer.

P4 basis af resultaterne fra ovenstdende diskussion og fra afsnit 5.4 kan
fglgende konkluderes for plasmaer i toroidale konfigurationer: For en plas-
maring i et rent poloidalt felt er det let at opnd ligevaegtssituationer, men
plasmaet er ustabilt for overfladeperturbationer. Omvendt er der ikke lige-
vaegt for et plasma i et rent toroidalt felt, men det er stabilt for overfladeper-
turbationer. Som allerede nzvnt er magnetfeltet i en tokamak en kombina-
tion af et toroidalt og et poloidalt felt. I neste afsnit diskuteres skruepinchen,
som representerer den udrettede udgave af et almindeligt tokamakplasma,
med henblik pd at finde dens trykbalanceligning samt stabilitetskriterier for
perturbationer pd dens overflade.

5.5.4. Skruepinchen

Tager man en plasmaring i en tokamakkonfiguration og tenker sig den rettet

ud, fir man en situation som skitseret pd Fig. 5.20. Et stykke af lengden

2wR, repraesenterer ogsd her plasmaringen i en tokamak.
Ligevagtsbetingelsen for skruepinchen findes igen ved hjzlp af ligninger-

ne (5.5) og (5.6), der lgses i det (r,0,z)-cylinderkoordinatsystem, der fremgar
af Fig. 5.20.b).

Idet der er fuld symmetri om z-aksen og ingen variation i z-retningen,
fglger direkte af V-B = 0, at B, = 0. Feltet har altsé formen

B(r) = Bo(r)d + B,(r)2 (5.62)
der indsat i (5.6) fgrer til

. dB,. 1d .
pod(r) = =0+~ - (rBe)z . (5.63)
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Fig. 5.20. Skruepinch.
a) Perspektivisk snit med skrueformet magnetfeltlinie.
b) Plasmastrengen set fra enden med strgmme og felter.

Herefter giver (5.5) kombineret med (5.63)

ixB (jo B: — j: By)#

_ 1 (pdB Bed o\,
- o (Bz dr + r dr(ng))r

dp.

der direkte fgrer til trykbalanceligningen for skruepinchen

2 2 2
d(, BB, B (569
dr 2p, BoT

Det fremgar af (5.65), at i skruepinchen er sdvel B, som By normalt med til
at holde plasmatrykket i balance, og at deres virkninger optreder som sum-
men af henholdsvis B,-feltets i 8-pinchen og By-feltets i Z-pinchen. I grensen
By, — 0 gér (5.65) direkte over i trykbalanceligningen (5.51) for 8-pinchen, og
for B, — konstant gér den over i trykbalanceligningen (5.55) for Z-pinchen.

Ligning (5.65) indeholder tre funktioner af r: B,(r), By(r) og p(r); dvs. der
er en dobbelt uendelighed af lgsningsmuligheder, idet to af funktionerne kan
specificeres, hvorefter den tredie kan bestemmes v.h.a. (5.65). Af (5.65) frem-
gar ogsd, at konturer med konstant tryk er givet ved r = konstant. Da trykket
ifglge (5.23) er konstant langs en magnetfeltlinie, fglger det, at de magnetiske
fluxliniergr er koncentriske cylindre med cirkulere tversnit og med aksen
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sammenfaldende med z-aksen. En enkelt magnetfeltlinie snor sig i en skrueli-
nie pd et fluxliniergr som antydet pd Fig. 5.20.a). Analogt med (5.17) define-
res skruepinchens sikkerhedsfaktor ved

o]

g(r) = 1322:) ;%: : (5.66)

Skruepinchens B-vardi, som defineret ved (5.14), afhenger af r og er derfor
i sig selv ikke en god parameter til at beskrive magnetfeltets evne til at holde
plasmaet indesluttet. Til at beskrive et tokamakplasma benyttes ofte et be-
greb, der kaldes det poloidale B, som er defineret ved

8, = Jm , (5.67) Poloidalz B,
Bi(a)/2p, generelt
hvor middelvaerdien af plasmatrykket over et tvarsnit i tokamakplasmaet er
givet ved
/ p(r) 27r dr

=, (5.68)

og hvor B (a) er det polzre magnetfelt pd plasmaoverfladen ved r = a, altsd
olp

By(a) = 5~ (5.69)
Kombination af (5.67) og (5.68) giver

A / (")rd (5.70)

p_Bg(a).azoprr r. .
Bemerk, at definitionen af Bp 1 (5.67) afviger fra definitionen af B 1 (5.14)
derved, at B, er defineret som forholdet mellem partikeltryk og det lokale
magnetfeltiryk i plasmaet, medens B er defineret som forholdet mellem parti-
keltrykket og summen af det lokale magnetfelttryk og partikeltryk.

For skruepinchen, som vi diskuterer her, tager det poloidale  svarende til
(5.70) formen '
ip, | ~ Poloidal
ﬁ=—/prrdr, 5.71 oloidalz  for
?" Bj(a)a? J ") 6.71) skruepinchen

som efter en delvis integration bliver
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2, [ dp(r)
Pr=— BZ(a)a? / dr rdr. (5.72)

(4

Indsattes heri skruepinchens trykbalanceligning (5.65) fis

a

T d (B} By d 0,
% = B ./{dr (2po) + ’,;;5(’30)} ridr, (5.73)

14

som efter simple regninger bliver

. a
1 B,
Bp=1+ B}(a)aZ/ Toridr. (5.74)
(4

Det fremgr af (5.74), at B, = 1, ndr B, er konstant over skruepinchens
tversnit. Hvis B, er stgrre inde i skruepinchen end pi overfladen, finder vi, at
Bp < 1, og hvis B, er mindre i skruepinchen end udenfor, er B, > 1. Figur
5.21 viser en rekke karakteristiske r-profiler af B,, By, i; » Jgs P Og q i fire
forskellige skruepinchkonfigurationer.

Figur 5.21 b) svarer til B, = 1. I denne situation er B, konstant over hele
plasmasgjlens tversnit og lig det ydre pitrykte B, -felt. Plasmaet holdes i
balance alene af det Bgy-felt, som skabes af plasmastrgmtztheden j,. Balance-
messigt svarer situationen helt til Z-pinchen som diskuteret i afsnit 5.5.2.
Bemzark, at med B, = konstant gir skruepinchens balanceligning (5.65) over
i balanceligningen (5.55) for Z-pinchen. For at opnd B, = konstant kraves jg
= 0. Der findes forskellige mekanismer, som genererer 6-komponenter af
strgmtetheden i plasmasgjlen. For det fgrste vil plasmaets diamagnetiske
virkning generere en diamagnetisk strgmtethed, som for den rene 6-pinch er
givet ved ligning (5.50). Den diamagnetiske strgm stir vinkelret pd magnet-
feltlinierne og har derfor ogs en 6-komponent i en skruepinch. For det andet
genereres der strgmtetheder i plasmaet pd grund af VB-driften, som er be-
handlet i underafsnit 3.2.5. Disse strgmtatheder stir ifglge ligning (3.28) ogs
vinkelret pd B-feltet, og de har derfor ogsd en 6-komponent. For det tredie
genereres strgmtetheder i plasmaet pd grund af KxB-driften, som er be-
handlet i underafsnit 3.2.4. Disse strgmtztheder stir ogsd vinkelret pd B-fel-
tet og har dermed 6-komponenter. Endelig vil plasmastrgmmen I, nir den er
genereret i plasmaet ved hjelp af et elektrisk felt, have en tendens til at fglge
de skrueformede magnetfeltlinier, hvilket igen giver en 6-komponent i
strgmtztheden. Det er summen af alle disse j;-komponenter, der for en B, =
1 konfiguration er lig nul.
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Fig. 5.21. Karakteristiske r-afhengigheder af B, , By , j, ,jg » P 0g q i forskellige
. skruepinchkonfigurationer
a) B, < 1, konventionel tokamak
b) B, = 1, konventionel tokamak
c) B, > 1, hej-B tokamak
d) RFP-konfiguration.
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Situationen pé Fig. 5.21.2) med B, < 1 afviger fra B, = 1-situationen pd
Fig. 5.21.b) ved, at B, inde i plasmaet er stgrre end B,, uden for plasmasgjlen.
Desuden er plasmatrykket mindre i a) end i b). I a)-situationen holdes plas-
maet igen sammen af By-feltet, men da plasmatrykket er mindre end i b), kan
Byg-feltet klare at holde sammen pd mere end plasmatrykket. For at f3 balance
er B,-feltet derfor komprimeret inde i plasmaet. Det forggede B,-felt i plas-
maet dannes ved et j , der er forskelligt fra O og har et sddant fortegn, at det
forgger B, inde i plasmaet. Ogsd her dannes det endelige j, som summen af
jo-komponenterne af de strgmmekanismer, der lige er omtalt under diskus-
sionen af Fig. 5.21.b).

P4 Fig. 5.21.c), hvor B, > 1, er plasmatrykket stgrre end i b). Plasmaet
holdes nu i balance af bdde By-feltet og B,-feltet. For B,-feltets vedkommende
opnds virkningen ved, at B,-feltet svekkes inde i plasmaet som ved den
almindelige diamagnetiske virkning, der er diskuteret i underafsnit 5.5.1.
Svakkelsen i B,-feltet inde i plasmaet opnds ved, at jg-strgmmen nu lgber i
den negative 9-retning.

I toroidal form svarer Fig. 5.21.a) og b) til almindelige tokamakkonfigura-  Reversed Field Pinch
tioner, der arbejder med B, < 1, medens c) svarer til hgj-B tokamakker.
Konfigurationen i d) kaldes en RFP-konfiguration (Reversed Field Pinch).
Her er plasmatrykket yderligere forgget. Trykbalancen opnis dels ved et
forpget By-felt, og dels ved en s kraftig reduktion i det ydre pitrykte B, -felt
inde i plasmaet, at retningen skiftes. Retningszndringen i B,-feltet inde i
plasmaet opnds ved en stor jg-komponent i —0-retningen.

RFP-konfigurationen er pd mange méder interessant, og der udfgres store
eksperimenter for at undersgge, om den kan udvikles til fusionskonfiguratio-
ner. Det ligger imidlertid uden for denne bogs omride at diskutere RFP-eks-
perimenter. Interesserede henvises til f.eks. [13].

5.5.5. Kvalitative stabilitetsvurderinger for skruepinchen

I underafsnit 5.5.4 diskuteredes skruepinchens ligevagtsforhold. Balancelig-
ningen (5.65) blev udledt, og forskellige fysiske forhold, der betinger skrue-
pinchens ligevegt, blev diskuteret. I dette afsnit ser vi pd skruepinchens
stabilitet for smd overfladeperturbationer af samme type, som blev diskuteret
for Z- og 0-pinchen i underafsnit 5.5.3. Det vil blive vist, at skruepinchen
under visse forhold forener 0-pinchens stabilitet mod overfladeperturbationer
med Z-pinchens gode ligeveegtsegenskaber.

Vi betragter en del af en skruepinch, som vist pa Fig. 5.22.a) i sin uforstyre-
de ligevagtsstilling. For nemheds skyld vzlger vi en skruepinch med 8, = 1,
hvor B,-feltstyrken er konstant over et tvarsnit af plasmasgjlen og lig det
ydre pitrykte B, -felt. Vi valger ogs, som under diskussionen af Z-pinchens
stabilitet i underafsnit 5.5.3, en situation, hvor strgmmen lgber i et tyndt lag
pd overfladen. I omridet r < a er partikeltrykket Ppare = konstant, medens
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det er nul for r > a. Magnetfelttrykket, pp,,, o, der skyldes Bq-feltet, er nul for
r < a,ved r = aspringer pp,, ¢ op til vaerdien p, og aftager forr > a som
2. Magnetfelttrykket, pp,,, 5, der skyldes det konstante B,-felt, er som vist
uafthengigt afr.

a) | b)»

Plasmastrem Plasmastrem

Ar

| L
= Pmag = p

. Z mag, z
ppart ppart
Pmag, 6 / \Qmog, 3]
> ; +— >
a a

Fig. 5.22. Skruepinchens stabilitet.
a) Ligevaegtstilstanden

b) Ved en belteformet indsnevring forgges B, feltets udadrettede tryk
samtidig med, at Bg-feltets indadrettede tryk ogsd forgges.

P4 Fig. 5.22.b) er der pd skruepinchen vist en perturbation i form af en
balteformet indsnavring af dybden Ar. I et tvaersnit af skruepinchen gennem
perturbationen @®ndres trykforholdene og bliver som vist nederst pd figuren.
Det indadrettede pp,,q-tryk pd overfladen af perturbationen er her Ap,,q
stgrre end det udadrettede partikeltryk pp,.. I forhold til den uperturberede
situation er B,-magnetfelttrykket inde i plasmasgjlen nu steget med Appy,, ,.
Denne forggelse skyldes, at den totale B,-flux holder sig uzndret i et plasma,
der beskrives ved ideal MHD. Betingelsen for, at skruepinchen er stabil mod
denne perturbation, er

Apmag.ﬂ ( Apmag.z . ‘ (575)

Til bestemmelse af @ndringerne i Bg-magnetfelttrykket haves, nir plasma-
overfladen er flyttet fra a til r,
a2
pmag.o(r) = Pmag.ﬂ(a) . ;5 , (5.76)
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der efter differentation giver

2Ar
Apmag.e = pmag.O(a)'T . (577)

Fluxbevaring over plasmasgijlen for B,-feltets vedkommende giver
pmag.z(a) at= pmag.z(r) - ) (5.78)

som efter differentation giver

4Ar
Apmag.z = Tpmag,z(a) . (5.79)

Stabilitetsbetingelsen (5.75) er opfyldt nér

Pmag.9 ( 2pmag.z; (5.80)
eller ndr
Bg(a) ( V2B,, . : (5.81)

Resultatet (5.81) viser, at en skruepinch vil vere stabil over for overflade-
perturbationer, hvis blot B, er tilstreekkelig stor i forhold til By(a). Nér (5.81)
er opfyldt, vil kompressionen af B-feltet yde et stgrre modtryk mod perturba-
tionen end det tryk, hvormed forggelsen af p,,,, g Vil pavirke perturbationen i
retning af en forggelse. For mere komplicerede forlgb af B,, By og j kan
tilsvarende, men langt mere komplicerede beregninger gennemfgres, men
resultatet bliver altid, at et tilstreekkeligt steerkt B,-felt i forhold til By(a) vil
stabilisere en skruepinch mod overfladeperturbationer.

Vender vi os nu igen til skruepinchens toroidale ®kvivalent tokamakken,
vil vi finde, at et sterkt toroidalt felt i forhold til det poloidale felt vil
stabilisere et tokamakplasma mod overfladeperturbationer. I praksis viser det
sig, at betingelsen for stabilitet er at sikkerhedsfaktoren

Bta

g(a) = Fp}f—o >3. (5.82)

Tokamakplasmaets tendens til at udvide sig i R-retningen kompenseres af
den poloidale komponent af magnetfeltet pd samme méde, som er diskuteret i
afsnit 5.4 i forbindelse med Fig. 5.12.

Resultatet er, at ved at arbejde med en tokamakkonfiguration med q(a) = 3
vil den toroidale komponent af B-feltet stabilisere mod overfladeperturbatio-

123

Skruepinchens
stabilitetsbetingelse



nen, medens den poloidale komponent af B-feltet kan kompensere plasmarin-
gens tendens til at udvide sig i R-retningen.

5.6. Generelle Bemarkninger om
Tokamakkonfigurationens Ligevaegt og Stabilitet

I de foregdende afsnit 5.3 og 5.4 har vi behandlet toroidale konfigurationers
ligevagtssituationer ved brug af kvalitative argumenter, og derved opndet en
fysisk forstdelse af de krefter, der betinger ligevegten. I afsnit 5.5 s8 vi pé
simplere systemer, nemlig de udrettede versioner af 3 forskellige typer toroi-
dale plasmaringe. For disse én-dimensionale pincher var vi i stand til at
udlede kvantitative udtryk for trykbalancen i r-retningen. Vi vil nu bruge
resultaterne fra de foregdende afsnit til nogle generelle betragtninger over
tokamakkonfigurationens ligevaegt og stabilitet.

Tager man en skruepinch af lengden 27R, og dens B,-felt og bgjer dem
sammen i en ring, fir man et tokamakplasma. Det er klart, at trykbalancelig-
ningen (5.65), der giver betingelsen for skruepinchens trykbalance i r -retnin-
gen, ikke kan gzlde exact for et tokamakplasma. For det fgrste har vi, at
medens skruepinchens pétrykte B,-felt er konstant hen over et tvarsnit af
pinchen, sd varierer det tilsvarende toroidale B-felt i tokamakplasmaet med
R som udtrykt i formel (5.31). For det andet bevirker sammenbgjningen af
skruepinchen, at dens By-felt komprimeres i omrddet R < R, og expanderes
for R > R, s8ledes at tokamakplasmaet umiddelbart vil f8 et sterkere poloi-
dalt felt for R < R, end for R > R,,. Dette forholds betydning for plasmarin-
gens tendens til udvidelse i R-retningen er allerede navnt i afsnit 5.4. Begge
de to her nzvnte grunde til, at (5.65) ikke er en exakt trykbalanceligning for
et tokamakplasma, er smd for plasmaer med smd vardier af det inverse
aspektforhold ¢ = a/R,, og i grensen ¢ — 0 gzlder (5.65) ogsd for en
plasmaring, Ved beregninger af trykbalancen i R-retningen for et tokamak-
plasma betaler det sig at bruge £ som en ekspansionsparameter, hvorved der
opnés korrektionsled til (5.65), der er af stgrrelsesordenen €!, g2 osv.

Den sédledes modificerede trykbalanceligning, der gzlder for tokamakfigu-
rationen, bruges til stabilitetsundersggelser af samme type, som den vi be-
handlede i underafsnit 5.5.5. Den generelle fremgangsmade er, at man velger

en konfiguration, der er i balance, og undersgger perturbationer af formen

£(r) = €a(r) exp [i(mf + ng — wt)] (5.83)

ved hjelp af ligningerne for ideal MHD (4.87) til (4.92). I (5.83) er £(r) en lille
forskydning i r-retningen af det plasmaelement, der i ligevegtssituationen
befinder sig i r. £(r) er en komplex amplitude af en perturbation med m
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Fig. 5.23. Grad-Shafranov-forskydningen.

bolgelengder i 8-retningen og med n i ¢-retningen. Kun hvis der ikke findes
(n,m)-verdier, som fgrer til w-verdier med Im o > 0, er konfigurationen
stabil. Som resultat af sddanne undersggelser finder man igen, at en ngdven-
dig betingelse for stabilitet er, at q er tilstreekkelig stor, hvilket i de fleste
tilfelde vil sige omkring 3.

I en tokamak kompenserers plasmaets tendens til at udvide sig i R-retnin-
gen ved, at det poloidale felt forsteerkes pd ydersiden af plasmaet (for R > R)
og svekkes pd indersiden (for R < R,). Det forggede poloidale magnetfelt-
tryk, der herved opstdr ved store R-verdier, er netop i stand til at opretholde
intern trykbalance i plasmaet i R-retningen. Et karakteristisk forlgb af By-li-
nierne i et poloidalt snit gennem et plasma med cirkuler profil er vist pd Fig.
5.23. Plasmaets overflade ligger pé en cirkel med centrum i R = R, og med
radius a. Inde i plasmaet danner de poloidale feltlinier ogsd nesten cirkulere
konturer; men en cirkel med radius r har sit centrum forskudt Ar i den
positive R-retning. Ar kaldes normalt Grad-Shafranov-forskydningen efter de
forskere, der fgrst har beregnet den. Ar(r) lader sig lettest beregne ved hjelp
af fluxfladestgrrelserne (5.27) til (5.30), som er nzvnt i afsnit 5.3. For en
gennemgang af beregningerne af Ar(r) kan henvises til [13] og [14].

I mange tilfzlde arbejder man med tokamakplasmaer, der har elongerede
tveersnit i det poloidale plan. JET er et eksempel pd dette. P3 Fig. 5.24 vises et
karakteristisk poloidalt snit gennem et JET-plasma, der har en D-formet
kontur. Fordelene ved elongerede plasmaer er, dels at de udnytter det forhdn-
" denverende volumen bedre, og dels at det viser sig, at de har visse fordele,
hvad ligevegt og stabilitet angﬁr.

Det fremgdr af skruepinchens trykbalanceligning (5.65) og specielt af dis-
kussioner i forbindelse med Fig. 5.21, at det i al vasentlighed er det poloidale
felt, der er ansvarligt for at holde et tokamakplasma sammen. Det toroidale
felts opgave er primert at sgrge for stabilitet, hvilket som nzvnt krever, at q
2 3. De fleste tokamakplasmaer har et inverst aspektforhold, €, der er af
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height/m

radius, R/m

Fig. 5.24. Elongeret JET-plasma.

stgrrelsesordenen 1/3 eller mindre. Ved brug af (5.17) ser man, at det toroida-
le felt ma veere ca. 10 gange si sterkt som det poloidale. Det betyder, at
magnetfeltmessigt er en tokamak en meget ugkonomisk maskine, idet kun
ca. 1% af den magnetiske energi, der er i reaktorkammeret er med til at holde
plasmaet indesluttet. Det er derfor vesentligt for gkonomien i en tokamak-
fussionsreaktor, at det toroidale felt genereres s§ billigt og tabsfrit som mu-
ligt, dvs. superledende spoler er en ngdvendighed. |

Beregningerne og vurderingerne af toroidale plasmaers ligevagts- og stabi-
litetsforhold i dette kapitel har alle vzret baseret pd ligningerne for ideal
MHD (4.87) til (4.92). Disse ligninger er, som diskuteret i kapitel 4, ikke
eksakte. De opniede resultater kan derfor heller ikke forventes at vere eks-
akte, men det kan hédbes, at de er gode approximationer. I praksis viser det
sig, at konfigurationer, som ud fra ideal MHD forventes at vare i stabile
ligeveegtssituationer, faktisk er stabile eller nzr ved at vere det. @nsker man
at udfgre mere ngjagtige beregninger end dem, der er baseret p& ideal MHD,
vil man ofte angribe problemet pd den méde, at man fgrst finder en stabil
ligeveegtssituation ved hjelp af ideal MHD. Denne konfiguration undersgger
man sd mere dybtgdende ved at tage de led i betragtning, som er negligerede i
udledningen af ideal MHD-ligningerne, og som er mest farlige for den konfi-
guration, man behandler. Ofte finder man, at konfigurationer, der er ideal
MHD-stabile ogsé er stabile, ndr de negligerede led medtages. Hvis disse
negligerede led fgrer til manglende stabilitet, vil instabiliteterne som hoved-
regel vokse langsomt. Ideal MHD er altsd et godt szt verktgj til at opni et
overordnet indtryk af, om en konfiguration er stabil eller ej.

En af de vesentligste effekter, der er negligeret ved udledningen af lignin-
gerne for ideal MHD, er virkningen af binzre kollisioner mellem de ladede
partikler. Det fgrer bl.a. til, at et plasma, der er beskrevet ved ideal MHD, har
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en uendelig ledningsevne, som igen fgrer til, at magnetfelter ikke kan trenge
ind i plasmaet. I praksis sker der naturligvis kollisioner i et plasma, og de vil
have betydning for en plasmakonfigurations stabilitet og indeslutning. I nz-
ste kapitel diskuterer vi den betydning, som kollisioner har for diffusionen af
et tokamakplasma vinkelret pd magnetfeltlinierne.
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6. PLASMADIFFUSION

I dette kapitel behandles diffusion af plasma vinkelret pd feltlinierne i det
magnetfelt, hvori plasmaet er indesluttet. Plasmadiffusion er en proces, der er
betinget af kollisioner mellem de ladede partikler. Plasmadiffusion er derfor
ikke omfattet af ligningerne for ideal MHD, som jo er udledt under antagel-
sen om, at kollisioner kan negligeres. Vi vil betragte plasmaer, som behandlet
ved brug af ligningerne for ideal MHD findes at veare i stabil ligevegt.
Sidanne plasmaer kan altsd i princippet holdes indesluttet i magnetfeltet i
ubegransede tider; men ndr diffusion tages med i betragtning, er indeslutnin-
gen ikke mere perfekt. Vi skal vurdere, hvor effektivt fusionsplasmaer kan
holdes indesluttet, nér diffusionsprocesser tages med i betragtning.

6.1. Generelt om Diffusion

Diffusion er en mekanisme, hvorved molekyler eller atomer af et stof kan
trenge ind i eller gennem et omrade, der er fyldt med andet stof; eller som pé
anden méde hindrer indtreengningen. Kendte eksempler pi diffusion er

a) Gassers eller vaeskers diffusion gennem porgse vegge.

b) Neutroners diffusion fra brendselselementerne i fissionsreaktorer ud i
moderator- og afskermningsmaterialet.

c) I tlstreekkelig stille vejr ser man, at rggfanen fra en skorsten breder sig
ud og bliver tykkere og tykkere pd grund af diffusion af rggpartiklerne
ud i den omgivende luft.

Den fysiske mekanisme, der fgrer til transport af partikler ved diffusion, er
den samme i de tre nzvnte eksempler: De enkelte partikler i det diffunderen-
de medium beveager sig frit i deres termiske bevagelser mellem stgd mod det
materiale, hvori de diffunderer. Gas- eller vaskepartiklerne rammer veggene
i de sm3 sprakker, der er i det porgse materiale. Neutronerne stgder mod de
fastsidende atomer i afskermningsmaterialet, og rggpartiklerne stgder mod
molekylerne i den atmosferiske luft, som de sendes ud i. Ved et stgd @ndrer
de diffunderende partikler retning og méske fart, deres baner fir alts& zig-zag
form, frem og tilbage i det omgivende medium uden nogen foretrukken
retning. En sddan bevagelse, der er sammensat af retlinede skridt med tilfel-
dig lengde og retning, kaldes en random walk bevagelse. At der kan opstd en
resulterende transport af de diffunderende partikler, nir hver af dem ikke
bevager sig i nogen foretrukken retning, skyldes, at der er en gradient i
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tetheden af disse partikler. Transporten er i den retning, hvor tetheden
falder. Det indses let ved fglgende argument: Leg en tenkt vag ind i omré-
det, hvor diffusionen foregér. Lad veggen st vinkelret pd gradienten i tethe-

den af de diffunderende partikler. Veggen vil blive passeret fra begge sider af

partiklen, der bevager sig i deres random walk baner. Da veggen passeres af
flere partikler fra den side, hvor tetheden er hgj, end fra den side, der har
lavere tethed, fir vi en nettotransport af partikler gennem vaggen i den
retning, der peger mod aftagende tzthed, alts§ i -Vn-retningen.

Diffusion beskrives matematisk ved diffusionsligningen

J=nu=-DVn. (6.1)

J er nettoantallet af diffunderende partikler, der pr. tidsenhed passerer en
arealenhed lagt vinkelret pd Vn-retningen, n er den lokale tethed af de diff-
underende partikler, og u er den lokale diffusionsbestemte stremningshastig-
hed af disse partikler. Diffusionskoefficienten, D, er et mél for, hvor hurtigt
diffusionen foregir. For et givet diffusionsproblem kan D athznge af mange
forhold som f.eks. temperatur og masse af de diffunderende partikler, kolli-
sionstvarsnittene for stgd mellem de diffunderende partikler og molekylerne
i baggrundsmaterialet, samt baggrundsmaterialets tethed.

I Appendiks S er vist en udregning af diffusionskoefficienten for en meget
simplificeret random walk diffusionsproces, og det er anfgrt, at diffusionsko-
efficienten for mere realistiske fysiskcvsystcmcr har samme generelle form,
nemlig

D=U(Ar)? v, (6.2)

hvor (Ar) er lengden af et karakteristisk vejstykke som en diffunderende
partikel bevager sig mellem to stgd, og v er partiklens stgdfrekvens. U er en
talkonstant af stgrrelsesordenen én. I den fznomologiske behandling af plas-
madiffusion i magnetfelter i dette kapitel vil vi benytte ligning (6.2) med U
= 1 som udtryk for diffusionskoefficienten.

Det er verd at bemarke, at transport af partikler i medier, der hemmer
partikelbevegelsen, kan skyldes andre mekanismer end den form for diffu-
sion, vi lige har diskuteret. Ser vi igen pd eksemplet c) med rgg fra en
skorsten, fir vi kun dannet en lang/hgj rggfane, hvis en langsom, laminart
flydende vind fgrer den udsendte rgg vzk fra skorstenen. Den form for
transport kaldes ofte konvektion. Den diffusionsbetingede udbredning af
selve rggfanen vil pludselig kunne blive meget kraftig, hvis den laminart
strgmmende vind skifter karakter og bliver turbulent. Nir det sker, spredes
rggpartiklerne sd kraftigt, at rggen kun ses ganske tzt ved skorstensmundin-
gen. Denne sterkt forggede diffusion kaldes turbulent diffusion.

Bédde den klassiske kollisionsforirsagede diffusion, transport ved konvek-
tion og turbulent diffusion er kendte fenomener i plasmafysikken. Her kon-
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centrerer vi os om den kollisionsforrsagede diffusion. Et eksempel p turbu-
lent diffusion er nzvnt i afsnit 6.4.

Ved lgsning af praktiske diffusionsproblemer betaler det sig ofte at kombi-
nere definitionsligningen for diffusionskonstanten (6.1) med en kontinuitets-
ligning for de diffunderende partikler af typen (4.32). Herved fremkommer
en ligning som

3n(1‘, t) — DVzn(r,t) . . (6.3)

ot

I sin form er (6.3) helt ®kvivalent med varmeledningsligningen, som er
diskuteret i detaljer i mange matematikbgger.

6.2. Diffusion af Plasma i Homogent Magnetfelt.
Klassisk Diffusion

I dette afsnit ser vi pd diffusion af plasmapartikler vinkelret pd feltlinierne i et
homogent magnetfelt, hvori de er indesluttet. I fgrste underafsnit, 6.2.1, gen-
nemfgrer vi en fenomenologisk behandling og opndr en forstdelse af de
fysiske forhold, der forirsager diffusionen. Vi ser pd ®ndringerne i de enkelte
partiklers baner, nér de uds=ttes for stgd, og ud fra disse betragtninger udle-
der vi et udtryk for diffusionskoefficienten. I underafsnit 6.2.2. beregner vi
diffusionskoefficienten ud fra fluidligningerne og viser, at et plasmas diffu-
sion ogsd kan opfattes som en K X B-drift, hvor K er gnidningskraften mel-
lem ionernes og elektronernes diamagnetiske strgmme. Endelig vises i sidste
underafsnit, at den klassiske diffusion i et plasma ikke er si stor, at den vil
kunne hindre opfyldelse af Lawson-kriteriet.

6.2.1. Diffusion forarsaget af kollisioner

For at f3 en forstdelse af de fysiske forhold, der betinger diffusionen i et
plasma, ser vi pd Fig. 6.1. Her har vi en plasmapartikel med massen m og
ladning q i et homogent magnetfelt B, som peger ud af papirets plan. Som

diskuteret i underafsnit 3.2.2 bevaeger partiklen sig i en skrueformet bane,
" hvis projektion pd en plan vinkelret pd magnetfeltet er en cirkel. P4 figuren
kaldes denne cirkel C, den har centrum i r, og dens radius, r, er givet ved
(3.10). Medens partiklen bevager sig rundt i sin gyrobane, ligger dens gyro-
center stille, Vi kan betragte gyrocentret som partiklens middelposition og
har da, at partiklen i middel ikke flytter sig i retningen vinkelret pd magnet-
feltet.
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Fig. 6.1. Gyrocentret for en ladet partikel i et homogent magnetfelt springer under et
stgd.

Vi tenker os nu, at partiklen, nr den er i punktet P i sin bane, stgder ind i
en neutral partikel. Under stgdet @ndres partiklens hastighed pludseligt fra v
til v, og partiklen roterer efter stgdet omkring et nyt gyrocenter r’, som nu
bliver partiklens middelposition indtil nzste stgd. Gyrocentrets spring, Ar =
r-r vil karakteristisk vere af stgrrelsesordenen r, = r.. Den ladede partikels
stgd mod neutrale partikler fir alts§ dens gyrocenter og dermed dens middel-
position til at udfgre en random walk bevagelse i et plan vinkelret pi feltini-
erne. (6.2) giver os derfor for diffusionskoefficienten

Dy~ (ro) v, (6.4)

hvor r_ er en karakteristisk verdi for de difunderende partiklers gyroradius,
og v er deres kollisionsfrekvens mod de neutrale partikler.

Der er en ikke uvasentlig forskel mellem diffusion af ladede partiklers
gyrocentre i et magnetfelt og de random walk diffusionsprocesser, der blev
diskuteret i afsnit 6.1 og i Appendiks 5. I afsnit 6.1 s§ vi pd partikler, der
mellem to stgd bevager sig frit, hvorved skridtlengden i deres random walk
proces bliver produktet af deres hastighed og v-l. For sidanne partikler finder
vi (se A5.7), at D - » ndr v — 0. Stgd hindrer diffusionen, jo stgrre
stgdfrekvens, jo langsommere diffusion. For plasmapartikler i et homogent
magnetfelt er det anderledes. I tiden mellem to stgd bevager partiklernes
middelposition, dens gyrocenter, sig ikke. I selve kollisionsgjeblikket sprin-
ger gyrocentrene et stykke, Ar, som er uafhzngigt af, hvorndr sidste kollision
fandt sted. Kollisionerne fordrsager diffusionen; jo stgrre stgdfrekvens, des
hurtigere diffusion. Nér (6.2) alligevel kan benyttes til at beregne diffusions-
koefficienten for begge tilfzlde, er forklaringen jo blot, at i fgrste tilfzlde er
Ar proportional med v-l, medens Ar i plasmatilfzldet er uafhengig af v.

I det foregdende har vi forklaret visse simple trek ved ladede partiklers
diffusion vinkelret pd homogene magnetfelter ved at lade den stgde mod
neutrale partikler. I et varmt plasma er der ingen neutrale partikler til stede,
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og alle stgd er mellem ladede partikler. Vi vil nu diskutere gyrocentrenes
spring ved kollision mellem ladede partikler i et homogent magnetfelt og ved
hjzlp af resultatet udlede diffusionskoefficientens athzngighed af plasmapa-
rametrene.

Vi ser pd to ladede partikler, der bevager sig i et homogent magnetfelt.
Den ene har massen m;, ladningen q,, hastigheden v,, og dens gyrocenter
ligger i r,. Tilsvarende har den anden partikel massen m,, ladningen q,,
hastigheden v,, og dens gyrocenter ligger i r,. Figur 6.2 viser situationen p et
tidspunkt, hvor begge partikler i deres gyrobcv.a:gclser er kommet meget nzr
til punktet P. I punktet P stgder partiklerne sammen, hvorved de @ndrer
hastighed. Lige efter stgdet, medens de endnu er meget nzr ved P, har den
fgrste partikel hastigheden vy, og den anden v, Under stgdet er de to gyrocen-
tre sprunget til henholdsvis r) og r;, hvor de ligger fast indtil nzste stgd.

Fig. 6.2. Kollision mellem to ensladede partikler fgrer til lige store men modsat-
rettede gyrocenterspring for de to partikler.

Til bestemmelse af de to partiklers gyrocentres position fgr stgdet har vi

my
=P+ — B .
T +q1 Bg vy X By (6 5)
og
ma
rs=P+4+——vyxB,. 6.6
2 qug 2 o ( )

Under stgdet springer de to gyrocentre til de nye positioner

’ m ] :
r1=P+a1—$5v1 x B, (6.7)

(o]
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og

ma

r,=P+
2 q2 B2

vy X B, . (6.8)

Heraf fglger for de to gyrocentres spring

] mj
Al'l =r-—-rp1= m Av1 X Bo (6.9)
og
] m2
Ary=ry—13= —5 Ava x B, 6.1
2T = B2~V ° (6.10)
hvor
Avyp = Vll,z ~Vi,2- (6.11)

Idet den tid, partiklerne vekselvirker under stgdet, er meget kort sammen-
lignet med gyroperioden (jfr. Tabel 2.1 og underafsnit 2.3.10), ndr partiklerne
ikke at udveksle bevegelsesmangde med magnetfeltet under stgdet. Partik-
lernes samlede bevaegelsesmangde er derfor den samme fgr og efter stgdet.
Dette udtrykkes ved

mAvi+mAvy=0. ' (6.12)

Kombination af (6.12) med (6.9) og (6.10) fgrer til
Ar; = —Ar; for q =qq (6.13)

og

Al‘l = Al‘2 for q = —qQq2 . (614)

Af (6.13) fremgdr, at ndr to ladede partikler med samme ladning kolliderer,
vil deres gyrocentre springe lige langt, men i modsat retning. Midtpunktet
mellem to partikler med samme ladning vil altsd ikke flytte sig under en
kollision mellem dem. Kollisioner mellem ens partikler, ens ioner mod hin-
anden eller elektroner mod elektroner, vil derfor ikke fgre til diffusion.

Ser vi dernest pd kollisioner mellem partikler med modsat ladning som
feks. elektroner mod enkeltladede ioner, fglger af (6.14), at deres gyrocentre
springer lige langt og i samme retning. Sddanne kollisioner vil derfor forirsa-
ge diffusion. Vi bemarker desuden, at da gyrocenterspringene for elektroner
og de enkeltladede ioner, som vi betragter, er lige store, s& er ogsd diffusions-
koefficienterne for de to partikelarter lige store. Heraf fglger, at hvis der pd et
tidspunkt har veret ladningsneutralitet i et plasma, s vil diffusionsprocesser
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Ve

Fig. 6.3. Kollision mellem ioner og elekironer medfprer gyrocenterspring af stprrel-
sesorden elektrongyroradius.

ikke fgre til ladningsadskillelse.

Ved brug af ovenstiende resultater er vi nu i stand til at finde et udtryk for
diffusionskoefficienten, der bestemmer et plasmas diffusion vinkelret pd et
homogent magnetfelt. Vi skal fgrst finde lengden af et karakteristisk gyro-
centerspring, som fremkommer, nir en elektron og en ion kolliderer. Figur
6.3 viser cirkelbanerne C; og C, med gyrecentre i r; og r. for henholdsvis en
ions og en elektrons bevagelse vinkelret pd B -feltet, fgr de kolliderer i
punktet P. Efter kollisionen er de tilsvarende baner C; og C, med gyrocentre i
r; og r.. Begge partikler antages at vere termiske, dvs. de har begge en
bevaegelsesenergi omkring «T. Heraf fglger, at elektronens hastighed er ca.
(m;/m,)”* gange stgrre end ionens, og at ionens gyroradius er ca. (m; /m,)%
gange stgrre end elektronens. Disse stgrrelsesforhold er indikeret pd figuren.
Under kollisioner udveksler de to partikler bevaegelsesmangde, hvor A(m;v;)
= — A(m,v,). Da elektronens masse er lille, fir den en stor hastighedszn-
dring, v, # v,. Tilsvarende bliver hastighedszndringen for den tunge ion
lille, v; = v;. Under kollisionen udveksler de to partikler ogs& bevaegelses-
energi. Da ionen i forhold til elektronen nzsten ligger stille og er meget tung,
vil elektronen under stgdet prelle af pd ionen og efter stgdet have n=sten
samme bevagelsesenergi, som den havde fgr stgdet, dvs. v, = v.. Tilsvarende
vil @ndringen i ionernes bevagelsesenergi ogsd vare lille, dvs. v; = v;. Kon-
klusionen er, at under stgdet vil retningen af elektronernes hastighedsvekto-
rer ndres drastisk, men lengde forbliver n@sten uzndret. Positionen af en
elektrons gyrocenter vil derfor springe et stykke af stgrrelsesordenen r, i en
tilfeldig retning, og, som det fremgar af ligning (6.14), vil ionens gyrocenter
springe samme stykke i samme retning. For det karakteristiske gyrocen-
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terspring ved en kollision velger vi derfor elektrongyroradius r.. beregnet ud
fra ligning (2.28)

V2m kT,

Ar = reekar =
ce, kar ¢ B,

(6.15)

For den karakteristiske kollisionsfrekvens valger vi vy, .; som givet ved
ligning (2.39). Indsz=ttes disse stgrrelser i (6.2) findes for diffusionskoefficien-
ten vinkelret p& B -feltet

Dy ~45-10%nA | ———— m . (6.16)
’ B2(kTe)!/2] s’

nim3, B,iT og «T.iJ.

For fusionsplasmaer er InA tzt ved 20 (se diskussionen i forbindelse med
formel 2.26). Hermed opnds fglgende tilnzrmede udtryk for D |

2
~ -24|__ " | ™
D, ~8-10 [Bg(nT,)llﬁ] — (6.17)

nim™3 |, B,iT og kT.ikeV .

I denne fenomenologiske behandling har vi indsat karakteristiske verdier
for gyrocenterspringene og for kollisionsfrekvensen og ikke de korrekte mid-
delvardier. Vi kan derfor kun forvente, at talkonstanterne i udtrykkene (6.16)
og (6.17) for D, har den rette stgrrelsesorden. Det er mere interessant at
diskutere diffusionskoefficientens afthengighed af plasmaets parametre n, B,
og T.. At D, vokser proportionalt med plasmatztheden, skyldes naturligvis,
at kollisionsfrekvensen er proportional med tztheden. B? -afhzngigheden
‘skyldcs, at elektronernes gyroradier, som jo reprasenterer det karakteristiske
spring, er proportionale med B;l. Denne afhengighed viser fordelene ved at
holde et fusionsplasma indesluttet i et steerkt magnetfelt. Det mest interessan-
te er, at D, er proportional med (xT, )*. Denne afhzngighed, der skyldes, at
kollisionsfrekvenserne falder med temperaturen, viser, at det mé forventes at
veere lettere at holde et plasma indesluttet, jo varmere det er. Lawson-kravet
om den hgje temperatur i et fusionsplasma er derfor en fordel.

6.2.2. Plasmadiffusion behandlet i fluidbeskrivelsen

I dette underafsnit vil vi udlede et plasmas diffussionskoefficient for diffusion
vinkelret pa feltlinierne i et homogent magnetfelt. Vi vil finde, at D er tet
knyttet til plasmaets specifikke modstand, som ogs8 vil blive diskuteret.
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I sidste underafsnit blev det vist, at diffusionen alene skyldes kollisioner
mellem ionerne og elektronerne. Da virkningen af kollisioner er negligeret i
ligningerne for ideal MHD, (4.87) til (4.92), er det klart, at dette ligningsset
ikke kan benyttes til beregning af diffusionskoefficienten. Bemark i den
forbindelse, at da vi i underafsnit 5.1.2 behandlede et plasmas diamagnetisme
ved brug af ligningerne for ideal MHD, fandt vi netop, at der ikke er nogen
plasmadiffusion vinkelret pd B -feltet, i x-retningen p4 Fig. 5.3.a). Ideal
MHD fgrer til D, = 0. For at finde et szt fluidligninger, der ogsd medtager
virkningen af elektron-ionstgd, gir vi tilbage til udledningen af fluidlignin-
gerne 1 afsnit 4.2 og benytter ligning (4.49), der beskriver virkningen af alle
krefter pd et plasmaelement, ogsd virkningen af stgdkrefter. Under henvis-
ning til diskussionen af tryktensoren P i ~fsnit 4.3 vil vi igen negligere den
anisotrope del af denne tensor, II,. Hermed fgrer (4.49) til fglgende to fluid-
ligninger for henholdsvis elektroner og ioner,

neme% +en.(E+u. x B) + VnekTe = Re (6.18)
og
n,-rn,-%—:l —eni(E+uixB)+VnikTi =Ry, (6.19)

hvor R,; beskriver impulsudvekslingen ved stgd mellem elektronerne og
ionerne, som fremgar af (4.45) og (4.30).

Ligningerne (6.18) og (6.19) skal nu benyttes til at studere diffusionen i
den simple plasmakonfiguration, hvis diamagnetisme blev diskuteret ved
hjzlp af ideal MHD i underafsnit 5.1.2, og som er vist pd Fig. 5.3.a). Vi vil nu
finde, at virkningen af kollisionerne, som er udtrykt ved R, er, at plasmaet
diffunderer i x-retningen.

I underafsnit 5.1.2 fandt vi, at det plasma, vi dér behandlede i ideal MHD-
beskrivelsen, var stationert, d/dt = 0. Vi vil antage, at plasmaet ogs3 er
stationart eller nasten stationzrt, nir det behandles ved brug af (6.18) og
(6.19), og vi vil derfor se bort fra de tidsafledede fgrste led pé venstre side af
disse ligninger. Vi vil yderligere antage, at E = 0. Vi har allerede i sidste
underafsnit set, at diffusion ikke fgrer til ladningsadskillelse, det betyder, at
hvis E = 0, ndr vi starter, s vil E blive ved at vare 0, fordi diffusion ikke
opbygger rumladninger. Vi kan derfor ogsd antage n, = n; = n.

Vedrgrende R, ;-ledene fremgér det af ligningerne, at de beskriver den kraft
p3 elektronerne henholdsvis ionerne i en volumenenhed plasma, som skyldes
stgdvekselvirkning med volumenenhedens ioner henholdsvis elektroner.
Heraf fglger, som det ogsd fremgdr af (4.45) og (4.31), at R, = -R;. For at
sztte R-ledene i relation til plasmaets specifikke modstand, m, og til den
elektriske strgm ser vi pd en volumenenhed i et plasma, hvori der er patrykt

et elektrisk felt E, som giver anledning til en strgmtathed givet ved Ohm’s
lov
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(6.20)

==

Det elektriske felt pdvirker volumenenhedens elektroner med en kraft

K. = -enE. (6.21)

Da situationen er stationzr, j = konstant, er ogsé elektronfluidhastigheden
u, = konstant. Derfor mé elektronerne i volumenenheden pévirkes af en
bremsekraft, der skyldes stgd mod ionerne, og som er givet ved

R. = -K. (6.22)

Kombination af (6.20)-(6.22) samt (4.55) fgrer til
R, = ennj = e’n’n(u; — u,) _ (6.23)

og

R, = -—enr)j = —eznzn(ui - ue) . (624)

Med de nzvnte antagelser samt de opndede udtryk for R, ; kan (6.18) og (6.19)
skrives

enu, X B 4+ VnkTe = e’n’n(u; — ue) (6.25)

og

—eny; x B + VnkT; = —e’n’n(u; — u) | (6.26)

Vi skal nu benytte (6.25) og (6.26) til igen at behandle det plasma, som vi
allerede har behandlet i underafsnit 5.1.2 ved hjzlp af ideal MHD, og som er
vist pd Fig. 5.3.a). Plasmaet holdes indesluttet i et pdtrykt homogent magnet-
felt B, = B,z. Plasmaet ligger i halvrummet x < 0 med overflade i y-z-pla-
nen omkring hvilken d(nkT)/dx < 0. Der er ingen z-afthengigheder i plasma-
parametrene, og det antages, at ingen af fluidhastighederne har z-komponen-
ter.

Vi bemerker fgrst, at addition af (6.25) og (6.26) fgrer eksakt over i (5.5).
* Dvs. nér (6.25) og (6.26) lgses sammen med Maxwell-ligningen (5.6), fir vi
ngjagtig samme lgsninger for'plasmastmmmcne som dem, vi fandt i underaf-
snit 5.1.2. Plasmaet har den samme diamagnetiske virkning, enten det be-
handles i ideal MHD eller i et fluidligningsystem, hvor stgd tages med i
betragtning.

Onsker man at Igse (6.25) og (6.26) for fluidhastighederne u, og u;, betaler
det sig at opskrive de to ligningers x- og y-komponenter. Herved opnés fire
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ligninger til bestemmelse af de fire variable. Lgsning af disse fire ligninger
fgrer til resultatet

Uey = ;—éLB L’;;Q ) , (6.27)

wiy = ﬁ "’_(';_'f"ﬁ (6.28)

Ues = Uiz = — 55 M’gz_“ﬁ)_ , : (6.29)
der med (4.56) bliver

Uez = Uiz = —3"—2 %;3 . (6.30)

Sammen med (4.55) fgrer (6.27) og (6.28) direkte til de resultater, der blev
fundet i underafsnit 5.1.2. (6.29) og (6.30) viser, at der i plasmaet er en
fluidhastighed, der transporterer plasmaets elektroner og ioner i ~Vp-retnin-
gen med samme hastighed. I geometrien pa Fig. 5.3.a) bliver det i x-retnin-
gen. Diffusionskoefficienten for denne diffusionsproces bestemmes ved hjzlp
af definitionsligningen (6.1) til

p, =12 (6.31)

I udledningen af (6.31) er det antaget, at (T, + T;) er uafhengig af x.
For plasmaer med smd B-verdier er B = B, og (6.31) kan derfor for
sddanne plasmaer skrives

L=
2u,

(6.32)

For at kunne anvende diffusionskoefficienten i (6.31) og (6.32) til bereg-
ninger er det ngdvendigt at kende m som funktion af plasmaets parametre.
Det ligger uden for denne bogs rammer at gennemgéd de detailjerede bereg-
ninger, der fgrer frem til en ngjagtig veerdi for m. Vi vil ngjes med at vise,
hvilke principper, der bruges i sidanne beregninger, og udlede et groft tilner-
met udtryk.

For at udlede et udtryk for et plasmas specifikke modstand ser vi pd Fig.
6.4, hvor der er vist et plasma med nogle ioner (+) og nogle elektroner (-). I
plasmaet er der pitrykt et elektrisk felt, E, som pévirker alle de ladede partik-
ler. En bane for en enkelt elektron, ©, er skitseret. Den pdvirkes af kraften
-eE og accelereres derfor i —E-retningen. Hver gang elektronen stgder mod
en anden partikel, &ndres dens hastighed. Mellem to stgd beskrives dens
bane ved hjzlp af Newton’s 2. lov
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Fig. 6.4. Eksempel pd elektronbane i plasma med elektrisk felt.

dve

me—t = —¢E, (6.33)

der viser, at banerne svarer til de kendte baner i frie fald, altsi at de er
parabelformede (se underafsnit 3.2.1). Lad os kalde elektronens stgdfrekvens
Ve, 0g lad os antage, at spredningen ved stgdene er isotrope, sdledes at elektro-
nen efter et stgd i gennemsnit har hastigheden nul i E-retningen. Integration
af (6.33) giver da for elektronens karakteristiske middelhastighed mellem to
stgd

(Vo) = —— —. (6.34)

Vi fir alts8 en elektronstrgmtethed i plasmaet, som er

2

e’n

Je =

E. .
— (6.35)

Vi vil ogsd have et tilsvarende strgmbidrag fra ionerne, men det er meget
mindre pd grund af masseafthengigheden, og det kan derfor negligeres.
Ved hjzlp af Ohm’s lov giver (6.35)

Mele
e?n

n= (6.36)

Indszttes heri v, som givet ved formel (2.39), findes
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InA

~ . —33__.— . .
1221070 s m (6.37)

kT, iJ.

Med InA = 20 omformes (6.37) til

N~ 21078 [(nTe)':’”] Q-m; (6.38)

kT, t keV .

Med det groft tilnzrmede udtryk (2.39), der er benyttet for v, kan talkon-
stanterne i (6.37) og (6.38) kun forventes at have den rette stgrrelsesorden.

Mere ngjagtige beregninger, der bl.a. tager hensyn til, at elektronerne i et
plasma dzkker et helt spektrum af hastigheden og derfor har forskellige fri

middelvejlengder og derfor ogsé forskellige kollisionsfrekvenser, fgrer til [2],
(14]

inA

=165-107°—uxu-—-Q-m; _
7 [Ty ™ (6.39)

KT t keV |

der for karakteristiske fusionsplasmaer med InA = 17 bliver

n=28-10"% [(nTe)':’/z] Q-m; (6.40)

kT, 1 keV .

Det er interessant at bemarke, at et plasmas ved en témperamr pd godt 1
keV har en specifik modstand som kobber, og at et fusionsplasma ved 10 keV
har ca. 1/5 af kobbers specifikke modstand. Det er ogsd interessant at bemer-
ke, at et plasmas specifikke modstand er nasten uafhengig af tetheden.
Teatheden optreder kun gennem InA-ledet, og afhengigheden er meget svag.

De ovenfor anfgrte betragtninger over et plasmas specifikke modstand gel-
der kun for umagnetiserede plasmaer og for plasmaer, hvor det elektriske felt
og strgmmen er parallelle med de magnetiske feltlinier, vi har altsi kun
beregnet den parallelle specifikke modstand, m,. For vores diffusionsproblem,
hvor diffusionen er vinkelret pd magnetfeltlinierne, er det klart, at det er den
vinkelrette specifikke modstand, der skal benyttes. Normalt defineres den
specifikke modstand ved forholdet mellem E og j som i (6.20), og det er da
ogsd denne definition, der er benyttet til beregningen ovenfor af m for et
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umagnetiseret plasma og m, for et magnetiseret plasma. Ser vi pd forholdene
for E-felter og strgmme vinkelret pé feltlinierne i et magnetiseret plasma, er
situationen mere kompliceret. Lagger vi f.eks. et elektrisk felt, E | , vinkelret
pa feltlinierne i et homogent magnetiseret stgdfrit plasma, ved vi fra analysen
i underafsnit 3.2.3, at det elektriske felt ikke genererer nogen strgm i plasma-
et. Vi har kun, at alle de ladede partikler driver samlet med drifthastigheden
vy, givet ved (3.15), som stdr vinkelret pd bdde E- og B-linierne. Betragtet pd
denne mide giver (6.20), at m; = . Det er klart, at udtrykket (6.36) ikke
kan beskrive m ; for dette plasma, sd lenge vi definerer m ved (6.20), idet
(6.36) jo fgrer til m— 0 for det stgdfri plasma med v, — 0.

P3 den anden side har vi set, at der i overfladen af det plasma, vi betragter,
lgber diamagnetiske strgmme, hvis stgrrelse er givet i ligning (5.13). Disse
strgmme lgber uafhengigt af et eventuelt elektrisk felt, og ogsd ndr E = 0. Vi
ma4 altsd konkludere, at Ohm’s lov ikke gelder for felter og strgmme vinkelret
pé feltlinierne i et magnetiseret plasma, og at vi derfor ikke kan finde m ; ved
hjzlp af denne lov.

Som det fremgér af (6.23) og (6.24) kan den specifikke modstand ogsé
opfattes som et mil for den gensidige stgdinducerede kraftpdvirkning mellem
elektroner og ioner i et strgmfgrende plasma. Denne opfattelse er mere gene-
rel end den gengse, hvor m defineres ved hjzlp af Ohm’s low, idet den gzlder
for alle strgmfgrende plasmaer uafhzngigt af, hvordan strgmmen er induce-
ret. Med denne mide at opfatte den specifikke modstand pd, kan v altid
beregnes ud fra ligning (6.36), og den derved opndede m-verdi er den rette at
indsette i ligningerne (6.31) og (6.32).

m , er beregnet af Spitzer (2], [14] ved hj=lp af samme procedure, som fgrte
til udtrykkene (6.39) og (6.40). Med InA = 17 findes resultatet

nL=55-10"% [(KT,)-W] Q-m; (6.41)

KT, t keV .

m, som udtrykt ved (6.41) er en faktor 1,96 stgrre end m i (6.40). Dette
skyldes at hastighedsfordelingsfunktionen for elektronerne er forskellig i de
to tilfeelde. I et umagnetiseret plasma, hvor strgmmen genereres af et elektrisk
felt, accelereres alle elektronerne i —E-retningen, og deres hastighedsforde-
lingsfunktion bliver derfor anisotrop. Den forggede gennemsnitshastighed i
—E-retningen fgrer til en reduktion af middelkollisionsfrekvensen og dermed
til en lavere m-vardi. Ved beregninger af v, for et magnetiseret plasma skal
man tage i betragtning, at magnetfeltet tvinger elektronerne til at bevage sig i
cirkelbaner; derfor opstdr der ikke anisotropi i fordelingsfunktionen, og vi
finder derfor ikke den nzvnte reduktion i middelkollisionsfrekvensen. Det
bgr i denne forbindelse nzvnes, at formel (6.41) er udledt under den an-
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tagelse, at w, > > v,.
Indszttes m | giveti(6.41) for m 1(6.31) findes

Dy =1,8-10"2 [ (6.42)

_n_|m
B2(kT.)V/2]| s’
nim3 BiT, «Ti keV.

Sammenligning mellem D, givet ved (6.42) og den vardi for D, som
blev opnéet ved mere fenomenologiske beregninger, og som er givet i formel
(6.17) viser, at D | i(6.17) er underestimeret med ca. en faktor 2.

Det kan have interesse at betragte et plasmas diffusion vinkelret pd magnet-
feltlinierne i et homogent magnetfelt pd en anden méde, nemlig som en
K x B-drift. Som diskuteret i forbindelse med ligningerne (6.23) og (6.24)
pavirkes elektronerne i en volumenenhed af et strgmfgrende plasma af en
stgdvekselvirkningskraft fra ionerne, som er enmj. Omvendt pdvirkes ionerne
af kraften —enmj. Hver elektron eller ion pévirkes da af en gennemsnitskraft
+ennj. Indsettes disse krefter for K i (3.17), finder vi en driftshastighed, der
for begge partikelarter er

_njxB

vo=-To—, (6.43)
der ved brug af (5.5) fgrer til
v
V4= _% . (6.44)

Indsattes (6.31) i (6.1) og antages igen, at plasmatemperaturen er konstant i
rummet, ser vi, at drifthastigheden i (6.44) er den samme som diffusionsha-
stigheden w. Vi ser heraf, at selvom stgdkrefterne ikke reprasenterer en
kontinuert virkende kraft p& den enkelte ladede partikel, s fir vi alligevel det
rigtige resultat for diffusionshastigheden, hvis vi i formlen for K X B-driftha-
stigheden indsztter den middelkraft pd den enkelte partikel, som stgdene
reprasenterer.

6.2.3. Klassisk Diffusion i Fusionsplasmaer

I sidste underafsnit fandt vi diffusionskoefficienten for klassisk diffusion af
plasma vinkelret pd feltlinierne i et homogent magnetfelt. Den klassiske
diffusion, der jo skyldes de uundgielige kollisioner mellem de ladede partik-
ler, vil altid veere virksom i et plasma, der er indesluttet i et magnetfelt. Vi
skal nu vurdere, hvilke grenser den setter for indeslutningen af et fusions-
plasma, og se, om den vil kunne forhindre os i at opfylde Lawson-kriteriet.
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Pto . n(r) og_T{r)

Pr(r)

a

Fig. 6.5. a) Fustonsplasmasgjle 1 homogent magnetfelt
b) n-, T- og Prprofiler benyttet ved vurdering af klassisk diffusion

Vi betragter en sgjle af et fusionsplasma i et homogent magnetfelt B, som
vist pd Fig. 6.5.a). Midt i plasmasgjlen er plasmatztheden n, og temperaturen
T,. Vi lader elektron- og iontemperaturerne vare lige store og antager, at
plasmaets B-verdi er < < 1. Plasmasgjlens radius er a. For tetheds- og
temperaturprofilerne velger vi karakteristiske eksperimentelle profiler nem-
lig '

2

n(r) = n, (1 - 25) (6.45)

og
2

() =T, (1 - :—2> . (6.46)

Disse profiler er vist pd Fig. 6.5.b). Profilen for fusionseffekttetheden, Ps(r),
er beregnet ved hjelp af (1.12) og ogsd vist pd Fig. 6.5.b). Det fremgér, at
effekttetheden er faldet til ca. 5% af Pi(r=o)-verdien ved r = 0,7a. Vi
definerer, at fusionsplasmaets overflade ligger ved denne r-verdi. For plasma-
ets parametre valger vi fglgende stgrrelser, der vil vaere karakteristiske for et
fusionsplasma: B, = 3T, n, = 102m3,kKT, = 10keVoga = 1 m.

Det totale antal plasmapartikler inden for r = 0,7a pr. lengdeenhed plas-
masgjle er

N

It
—
)

)
=
P~

Q
VamnS
—_
|
nul S
~——
K
3

= 0,37ra’n,

~ 1,2-10%m™! (6.47)
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Middeltztheden i fusionsplasmaet er

N
(m) 7(0,7a)?
~ 0,75n,

~ 0,75-102m=3 , (6.48)

Formel (6.42) giver for diffusionskoefficienten ved r = 0,73, idet det benyttes
at, n(0,7a) = 0,5 n, og T(0,7a) = 0,5 T,

Dy ~4,5-10"%m?/s . (6.49)

Partikeltabene pr. tidsenhed ud gennem overfladen af en lengdeenhed
plasmasgijle ved r = 0,7a beregnes ved hjelp af (6.1) til

T = 2n- 0,7(1(7“1) |r=0,7a

= -270,7a (D.L%g) lr=0,7a

R

1,4-10%m=15"1 (6.50)

Kombination af (6.47) og (6.50) giver for plasmapartiklernes middellevetid
inden for overfladen ved r = 0,72
N
= T ~8.10% . (6.51)
Hvis vi antager, at partiklerne, der diffunderer ud gennem plasmaoverfladen,
i snit har samme kinetiske energi som partiklerne i plasmaet, er energiindes-
lutningstiden 7g = 7,. Ved brug af (6.48) finder vi s

(n)TE ~6-1023sm™3 . (6.52)

Da ntg-produktet i (6.52) er mere end tre stgrrelsesordener stgrre end Law-
son-kriteriets krav til plasmaet i en fusionsreaktor, kan vi slutte, at den
klassiske diffusion ikke er en alvorlig hindring for fusionsenergien. Det er
andre diffusionsmekanismer som den neoklassiske, der behandles i naste
afsnit, og iszr den turbulente diffusion, som vil blive n®vnt i afsnit 6.4, der er
de store problemer for fusionsforskningen.
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6.3. Neoklassisk Diffusion i
Tokamakkonfigurationer

I kapitel S har vi set, at kun ret komplicerede magnetfeltkonfigurationer kan
holde et plasma indesluttet i en stabil ligevaegtssituation. Tokamakken er en
sddan konfiguration, og dens magnetfelt afviger meget fra det homogene felt,
hvori vi har studeret diffusion i sidste afsnit. Vi skal nu studere stgdfordrsaget
diffusion i tokamakkonfigurationen, og vi vil finde, at den er vasentlig stgrre
end den klassiske diffusion i homogene felter. Vi kalder den stgdfordrsagede

diffusion i tokamakker og andre toroidale systemer for neoklassisk diffusion.

Den neoklassiske diffusions forggelse i forhold til den rent klassiske er den
pris, som vi md betale for at opnd et plasma, der er indesluttet i en stabil
ligevagtssituation.

Vi vil gennemfgre en fenomenologisk behandling af den neoklassiske dif-
fusion og ved beregningerne bruge udtrykket i (6.2) for diffusionskoefficien-
ten. For at finde de relevante udtryk for Ar og v er det ngdvendigt at studere
banerne for de ladede partikler i en tokamak i nogen detalje. I underafsnit
6.3.1 ser vi pd disse baner, og derefter i 6.3.2 beregner og diskuterer vi
diffusionskoefficienten for neoklassisk diffusion i forskellige parameteromri-
der.

6.3.1. Partikelbaner i tokamakkonfigurationen

I dette underafsnit ser vi pd detaljer i partikelbaner i en tokamakkonfigura-
tion. Vi starter med under a) at se pd banerne i en grov tilnzrmelse, hvor de
ladede partikler blot bevager sig i skruelinier langs magnetfeltlinierne. Der-
efter gér vi under b) mere i detalje ved ogsi at tage hensyn til de korrektioner
pd de skrueformede baner, der skyldes, at magnetfeltstyrken varierer langs
feltlinierne. Endelig under c) ser vi ogs& pd de korrektioner, der skyldes,
K x B-driften og VB-driften, som er diskuteret i underafsnit 3.2.6. Da vi skal
benytte partikelbanerne til at beregne diffusionskoefficienten for diffusion i
r -retningen, er det i det vasentligste banernes projektion langs toroidale
linier ind pd et polert plan (¢ = konstant), der har interesse. P& Fig. 6.6-6.10
afbilder vi derfor banerne i polere snit, der fglger partiklerne i deres bevagel-
se i toroidal retning.

a) Simple skrueformede baner

P3 Fig. 5.4 0og 5.9 er det vist, hvordan magnetfeltlinierne lgber i en tokamak. I
fgrste tilnzrmelse vil en ladet partikels ledecenter vare bundet til en magnet-
feltlinie. Partiklen selv lgber frit langs denne magnetfeltlinie, medens den
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snor sig i sin gyrobevaegelse omkring den. Gennem plasmaet legger vi et
lodret snit som det, der pd Fig. 5.9 er brugt til at definere A8-vinklen. Vi lader
dette snit dreje sig omkring tokamakkens lodrette akse (R = 0) pd en sddan
made, at det hele tiden fglger partiklen. I dette snit fir partiklens bane s& den
form, der er vist pd Fig. 6.6. Ledecentret fglger den punkterede kurve, der
ogsd representerer skeringskurven mellem en fluxflade og snittet. Nér lede-
centret har bevaget sig q gange rundt i toroidal retning, har det bevaget sig
én gang rundt i O-retningen i snittet pd figuren. Partiklen selv fglger i sin
gyrobevagelse den viste bane.

Partikelbane

Ledecenterbane

Fig. 6.6. I forste tilnermelse folger ladede partiklers ledecenter en magnetfeltlinie.
b) Virkning af Spejlfelter

I behandlingen ovenfor har vi antaget, at partiklen bevager sig frit langs
magnetfeltlinierne. Det er ikke helt korrekt, da magnetfeltstyrken @ndrer sig
langs en feltlinie, hvorved der opstir magnetisk spejlvirkninger af den type,
der er omtalt i underafsnit 3.3.1. Vi har allerede i forbindelse med formel
(5.82) og med diskussionen i afsnit 5.6 set, at det toroidale felt dominerer
over det poloidale. Styrken af det toroidale felt varierer over et tversnit af
plasmaet og kan skrives som

R,

Bi(R) = Bi R, +rcosd’

(6.53)

hvor B,, er det toroidale felt for R = R,. For en fast r-veerdi finder vi det
svageste felt for 8 = 0 og det sterkeste for 6 = . Det magnetiske spejlfor-
hold, der er defineret i (3.50), er lig forholdet mellem disse to feltstyrker

Ro"'r
Ro+r’

fu(r) = (6.54)
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Midt i plasmaet, hvor r = 0, er fy; = 1, og den antager sin stgrste verdi pd
plasmaoverfladen, hvor r = a. Rekkeudvikler vi fyy(a) i det inverse aspektfor-
hold & = a/R, finder vi til fgrste orden i ¢,

fu(@)=1-2¢ - (6.55)

Ved brug af (3.50) ser vi, at kun partikler, hvis hastighedsvektor i punktet
(r,0) = (a,0) danner en vinkel a med feltlinierne, der er mindre end «,, kan
trenge igennem det sterke felt ved (r,0) = (a,w). Disse partikler kan altsd
bevage sig hele vejen rundt i toroidal retning, og deres baner i snittet, der
fglger partiklerne, bliver som vist p& Fig. 6.6. Disse partikler kaldes fri par-
tikler.

Partikler, hvis hastighedsvektor danner en vinkel o med feltlinierne i (r,0)
= (a,0), der er stgrre end a, vil reflekteres af det steerke felt, og de vil komme
til at oscillere frem og tilbage mellem to 6-verdier: = 0,,(a), som vist pd
Fig. 6.7. Bemark, at pd Fig. 6.7 er kun ledecentrets bane optegnet, selve
partiklens gyrobane skal underforstds. Bemark ogs, at 0,,,, —  for a — a,
08 0. — 0 for a — 7/2. De partikler, der sdledes ikke kan trenge gennem
det steerke felt ved (r,0) = (a,w), men som oscillerer mellem to punkter,
kaldes bundne partikler.

Vinklen o, er ifglge (3.50) bestemt ved

sinfa,=fyy~1-2€. (6.56)

Ledecenterbane for
bunden partikel

Fig. 6.7. Bundne partikler oscillerer mellem + 6.

Hvis vi antager en isotrop hastighedsfordeling i (r,0) = (a,0), er forholdet
mellem antallet af bundne partikler og det totale antal partikler lig

cosa, = (1 far)/? ~ V2. (6.57)
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En relativ stor brgkdel af partiklerne i en tokamak er alts§ bundne. Bemzrk,
at hvis vi gr ind mod plasmaets centrum ved at lade r — 0, finder vi, at en
mindre og mindre del af partiklerne er bundne, fordi e(r) — 0 forr — 0.

¢) Virkning af drifthastigheder

I den ovenstiende diskussion under a) og b) har vi betragtet partiklernes
bevagelser i en s§ grov tilnermelse, at deres ledecentre hele tiden har beva-
get sig pé fluxoverfladen. For at forstd den neoklassiske diffusion mé vi gi et
skridt videre og ogsé tage i betragtning, at partiklerne udfgrer driftbevegel-
ser, ndr de befinder sig i toroidale konfigurationer. I underafsnit 3.2.6 s8 vi, at
sivel Kx B-driften som VB-driften er virksomme. Kombination af (3.31) og
(3.33) giver for den resulterede drifthastighed

1 2 1 2
Vd,res = —&:E; (U" + §UJ.) ) (658)

hvor w, er partiklens gyrofrekvens i det toroidale felt. v4 .. gir i lodret
retning, om den gér op eller ned athenger af ladningens fortegn. I vurderin-
gen af drifthastighedens betydning vil vi velge at se pd partikler, der alle har
den karakteristiske fart, vg, = (2 kT/m)" For de frie partikler, der i al
vasentlighed bevager sig langs feltlinierne, giver (6.58)

2
Vth

Yih_ 6.59
o (6.59)

Vd,fri =

medens vi for bundne partikler, der i al vasentlighed bevager sig vinkelret pd
feltlinierne, finder

2

v
¥Ud,bund. = 2w”}2 . (660)

Vi skal nu vurdere disse driftbevegelsers betydning for henholdsvis frie og
bundne partiklers baner i de snit, der fglger partiklerne i1 deres bevegelse i
toroidal retning.

Frie partikler

Frie partikler er partikler, som, nir de befinder sig i (r,0) = (r,0), har hastig-
hedsvektorer, der danner en vinkel med magnetfeltlinierne, der er mindre
end o,. Antager vi isotrop hastighedsfordeling af partikler med fast vy, finder
vi, at de frie partiklers middelhastighed parallelt med magnetfeltlinierne er

1+ cosa,
(Uu)fri = Utp (—§—>

Vth - (6.61)
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P& Fig. 6.8 ser vi pd ledecenterbanen for en fri partikel i et snit, der fglger

partiklen. Ved hjzlp af notationen pd figuren finder vi fglgende udtryk til

bestemmelse af ledecentrets r-position som funktion af 8

% = vgsin () - (6.62)
og

49 _ 6.63

5= R (6.63)

r
d
Rofolt) |\ &
0
Ar/2

Fig. 6.8. Ledecenterbane for fri partikel, ndr driftbevegelsen er medregnet

Indsettes (6.58) og (6.61) findes

dr v . vt
— = sin )
dt w.R, q R,

(6.64)

Vi definerer Ar = (0 = 7) - 1(8 = 0) og finder ved integration af (6.64)

, mR.q
v v T
A — th / Vih . th
r o R, ; sin o dt
= 2qr., (6.65)
hvor
LLRUT
r. = 6.66
q Bto ( )
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er gyroradius for en partikel, der bevager sig med hastigheden v,;, vinkelret
pé B ,-feltet.

Som det fremgdr af Fig. 6.8, bliver ledecenterbanen for en ladet partikel
med god tilnzrmelse en cirkel, hvis centrum er forskudt Ar/2 = q r_ i vandret
retning fra den magnetiske akse ved R = R,. Bemark, at en partikel, der
bevager sig den anden vej rundt i toroidal retning, vil have centrum for sin
ledecenterbane forskudt Ar/2 mod stgrre R-vaerdier.

Bundne partikler

Bundne partikler er partikler, som, nir de befinder sig i (r,0), har hastigheds-
vektorer, der danner vinkler stgrre end a, med magnetfeltlinierne. Antager
vi, at alle partiklerne i (r,0) har isotrop hastighedsfordeling med farten vy,
finder vi, at middelhastigheden i toroidal retning for de bundne partikler i
dette punkter

(U|])bund. S vth§cosa,,
£
= vm\[g- (6.67)

En karakteristisk bunden partikel vil reflekteres ved en 0,.,-verdi nar

/2, (se Fig. 6.7). Mellem to passagerer gennem (r,0) har partiklen i alt
bevaget sig et stykke

Lyar~7mqR, . (6.68)

Da partiklen i (r,0) har den parallelle hastighed, der er givet i (6.67), og da
den ligger stille i (r, 8,,,,), Vil vi for en karakteristisk middelhastighed vazlge

1/2 <v,>yp.n4q For den karakteristiske tid mellem to passager gennem (r,0)

finder vi derfor
Lya

Trar =~ _1_“_"_

§(v||)bund

_ 2VamgR, (6.69)

Vth 51/2
I Igbet af denne tid ®ndres partiklens radielle position p& samme méde,
som det er diskuteret for en fri partikel i forbindelse med (6.62) og Fig. 6.8.
Den tidsafledede af r er forsvindende, ndr 0 = 0, men nzr ved v4 for 0 = /2.

Som en karakteristisk middelvardi valger vi v4 pyne/2 for r's 2ndringshastig-
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hed. Ved brug af (6.60) og (6.69) findes for ®ndringen i partiklens r-veardi
mellem to passager gennemf = 0.

1
Ar = §Ud,bund'Tkar

~ 2qr.e” 2, (6.70)

Ledecenterbanen for den her behandlede bundne partikel fir det karakteri-
stiske forlgb, som er vist p& Fig. 6.9. Andre bundne partikler med andre
hastigheder i (r,0) vil have tilsvarende baner blot med stgrre eller mindre
8a-verdier. P4 grund af banernes form kaldes de ofte bananbaner. Den
karakteristiske tykkelse af disse bananbaner er givet ved (6.70). Bemeark, at
med definitionerne af € og q i (5.16) og (5.17) kan (6.70) skrives

Ar =~ 275\/E, (6.71)

0 R, /
g Ar

—_— e

Fig. 6.9. Bananbane for ledecentret af en bunden partikel med 8 _,, = w/2.

hvor 1, er den termiske partikels gyroradius i det polzre felt. Bananbanetyk-

kelsen er altsd af samme stgrrelsesorden som partiklernes gyroradius i det
polare felt.

Konklusionen af dette underafsnit er altsi at partiklerne i en tokamak deles
op i to grupper:

- de fri partikler, som udggr en del pd ca. 1 — (2¢)” af alle partiklerne,
bevager sig frit i den toroidale retning. Disse partiklers driftbevaegelse
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bevirker, at deres ledecenterbaner i snit, der fglger partiklernes bevaegelse i
toroidal retning, er cirkler, hvis centre er forskudt Ar = = 2 qr i R-ret-
ningen.

- de bundne partikler, som udggr en del pd ca. (2¢)* af alle partiklerne,
reflekteres mellem to magnetiske spejlpunkter i deres toroidale bevagelse.
Disse partiklers driftbevaegelse bevirker, at deres ledecenterbaner i de polz-
re snit fir form som bananer med en tykkelse, der karakteristisk er Ar =
2 qr.eh ‘

6.3.2. Diffusionskoefficient for neoklassisk diffusion

Ved hjalp af resultaterne fra sidste underafsnit er vi nu i stand til at vurdere
stgrrelse og parameterafhengighed af diffusionskoefficienterne for neoklas-
sisk diffusion i en tokamak. Det er ogsé her kollisioner mellem elektroner og
ioner, der betinger diffusionen. Mellem to kollisioner bevager partiklerne sig
i baner som beskrevet i sidste underafsnit. Ved en elektron-ionkollision @n-
dres elektronen retning og dermed dens bane drastisk. Den springer fra en
bane, det vere sig en forskudt cirkelbane, hvis den er fri, eller en bananbane,
hvis den er bundet, til enten en ny cirkelbane eller en ny bananbane. Det
karakteristiske spring i r-retningen bliver Ar som givet ved (6.65) og (6.71).
Ionen, som den stgder mod, @ndrer ogsd sin bane, men meget mindre dra-
stisk, da dens hastighedszndring under stgdet er m;/m, gange mindre end
elektronens. Da vi i underafsnit 6.2.1 diskuterede klassisk diffusion i magnet-
felt med rette feltlinier, fandt vi, at en elektron-ionkollision flyttede de to
stgdende partiklers gyrocentre lige langt og i samme retning. Vi kunne deraf
slutte, at elektronerne og ioner ville diffundere lige hurtigt, sdledes at der
ikke opbyggedes rumladningstetheder med deraf fglgende elektriske felter.
S&dan er det ikke ved neoklassisk diffusion. Springene, Ar, der fglger efter en
elektron-ionkollision, er ikke lige store for de to partikler. Derfor vil man
finde, at de neoklassiske diffusionskoefficienter er forskellige for de to parti-
kelarter, og man ville derfor umiddelbart kunne tro, at de ville diffundere
med forskellig hastighed. Sidan kan det imidlertid ikke vere, fordi forskellig
diffusionshastighed ville fgre til opbygning af rumladninger med deraf fgl-
gende elektriske felter. Under diskussioner af Debye-l&ngden i underafsnit
2.3.2 har vi set, at der i et plasma ikke kan opstd vasentlige afvigelser fra
ladningsneutralitet og altsd ikke opbygges vasentlig rumladningstetheder.
Ved neoklassisk diffusion undgds opbygning af de store rumladninger pd den
méde, at nr den hurtigst diffunderende partikelart er kommet lidt foran den
langsommere, vil der vare en tendens til ladningsadskillelse som vil inducere
et elektrisk felt, Dette elektriske felt vil virke bremsende pd de hurtigt diffun-
derende partikler og accelererende pd de langsommere. Resultatet bliver, at

152



de to partikelarter tvinges til at fglges ad i deres diffusion. Denne diffusions-
mekanisme, der tvinger de to partikkelarter til at fglges ad, kaldes ambipolar
diffusion.

Det kan vises, at den felles diffusionskoefficient for den ambipolare diffu-
sion kun afviger med en talfaktor af stgrrelsesordenen én fra den diffusions-
koefficient, der kan udledes ud fra de partikelbaner, vi diskuterede i sidste
underafsnit. Vi vil nu udlede et udtryk for elektronernes neoklassiske diffu-
sionskoefficient som funktion af kollisionsfrekvensen v,; mellem elektroner
og ioner. Det viser sig, at diffusionsmekanismen afh@nger steerkt af kolli-
sionsfrekvensen, og vi deler derfor behandlingen op i tre frekvensomrader:

3/2
- Det nasten kollisionsfri omride, bananomradet: Vei { £ Rv”‘
q It,
53/2 Vth v
- Plateauomridet —— ( vei ( th
qR, q R,
. Uth
- Pfirsch-Schliiter omridet : Vei ) gR,

Det ses direkte, at i det nasten kollisionsfrie omride er kollisionsfrekvensen
sd lille, at en elektron kan gennemlgbe flere forskudte cirkelbaner eller ba-
nanbaner mellem to kollisioner. I Pfirsch-Schliiter-omridet vil elektronen
derimod kollidere mange gange inden for den tid, det ville tage at gennemlg-
be sddanne baner; banerne blive derfor ikke gennemlgbet. Endelig er plate-
auomridet det mellemomrade, hvor gennemlgbsfrekvensen i de nzvnte baner
er sammenlignelig med kollisionsfrekvensen.

Det nesten kollisionsfri omrdde, bananbaneomrddet

Diffusionskoefficienten i dette stgdfrekvensomridde blev fgrst vurderet af de
russiske forskere A.A. Galeev og R.Z. Segdeev i 1968, og vi vil her fglge deres
meget grove vurderingsmetode. Mellem to stgd vil sdvel de frie som de bund-
ne partikler kunne gennemfgre flere gennemlgb af henholdsvis de forskudte
cirkelbaner og bananbanerne. Som vist i underafsnit 6.3.1 er det partiklerne i
bananbanerne, der har de stgrste Ar-ekskursioner omkring deres middelposi-
tion. Disse ekskursioner effektueres som tilfeldige forskydninger af middel-
positionen med skridtlengder af stgrrelsesordenen Ar/2, som givet i (6.71),
ndr en partikel ved et stgd slds ud af sin bananbane og fortsatter i en forskudt
cirkel. For at finde et udtryk for diffusionskoefficienten er det ogs& ngdven-
digt at finde frekvensen, hvormed bundne partikler i bananbaner stgdes ind i
de forskudte cirkelbaner. I punktet (r,0) har de bundne partikler, der bevaeger
sig den ene vej rundt i toroidal retning, hastighedsvektorer, hvis vinkler med

magnetfelter ligger mellem w/2 og a, givet ved (6.56). De dakker altsd en
vinkel, oy, givet ved
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sinap ~ V2¢ (6.72)
eller

ay =~ V2 . (6.73)

For at blive stgdt ud af denne vinkel og ind i vinkelrummet for de frie
partikler skal hastighederne drejes en vinkel af stgrrelsesordenen

Aap ~+fE . (6.74)

Det betyder, at de bundne partikler er blevet frie efter en vinkeldrejning pé
kun €%, som jo er meget mindre end de 90°, som opnis efter en tid pd v'f:i.
For at vurdere den effektive frekvens v g, hvormed bundne partikler stgdes
ind i fri baner, bemerker vi, at afbgjningen af en partikels hastighed i et
plasma fremkommer som den akkumulerede sum af mange smé afbgjninger i
alle retninger. Dette er allerede omtalt under diskussionen af lyore 1 formel
(2.26). Det betyder, at afbgjningen af en partikels bane kan opfattes som en
diffusionsproces i hastighedsrummet. Vi kan derfor benytte, at ved en diffu-
sionsproces er den tid, det varer at opnd en vis spredning, proportional med
kvadratet pd spredningen. I vort tilfelde kan det udtrykkes som (Aa)? « t.
Ved brug af (6.74) finder vi derfor

14

(6.75)

Indszttes Ar/2 fra (6.70) for det karakteristiske skridt og v4 for den effektive
frekvens i (6.2) og benyttes, at kun brgkdelen (2¢)* af alle partiklerne lgber i
bananbaner, finder vi for diffusionskoefficienten i dette bananbaneomride

B | AT‘ 2
D = Y Veﬁ'\/2—5

~ g?em3/2 T2 Ve . (6.76)

Af (6.76) fglger, at den neoklassiske diffusionskoefficient er g2 ¢-32 = 100
gange stgrre end den klassiske i dette frekvensomrdde. P4 Fig. 6.10 er DB
indtegnet som funktion af v; sammen med den klassiske diffusionskoeffici-
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ent, D |, som er givet ved (6.2). Ved brug af (6.69) ses, at den karakteristiske
frekvens for gennemlgb af bananbanerne er vy, €%/q R,. Da den effektive
frekvens for at sld partikler ud af bananbaner ifglge (6.75) er &1 v, ses, at
bananbanediffusion kun gelder for v < vy, €32/q R,

A l | Pfirsch-Schliter-
{ I omrdde
| Plateauomrdde | DPS
Bananbane - b |
omrdde | D : DL. neoklassisk
| |
0y | |
: |I DJ.. klassisk
1 .L : Ve'l
E__a/z Vih- Mh.
qR, aR,

Fig. 6.10. Neoklassisk diffusionskoefficient
Pfirsch-Schliiter-omrddet

I dette stgdfrekvensomrdde er tiden mellem to stgd meget mindre end den
tid, det tager en termisk partikel at bevage sig q gange rundt i toroidal
retning og dermed en gang rundt i poler retning. Partiklen stgder altsd sd
ofte, at den mellem to stgd kun nir at gennemlgbe en lille del af en forskudt
cirkel eller en bananbane i et polert snit. En karakteristisk bane for ledecen-
tret af en s3dan partikel i et polert snit, der fglger partiklen i dens toroidale

Fig. 6.11. Ledecenterbane i polert snit for partikel med mange stgd
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bevagelse, er vist pd Fig. 6.11. I tiden mellem to stgd vil partiklen bevage sig
langs magnetfeltlinierne samtidig med, at den lodrette driftbevagelse fir den
til at drive gennem fluxfladerne.

Hvis, som pd figuren, drifthastigheden er opadrettet og partiklen befinder
sig over midtplanen vil den drive mod stgrre og stgrre r-verdier. Nér partik-
len befinder sig under midtplanen, vil den drive mod mindre og mindre
r-vardier. I begge tilfelde er r's @ndringshastighed af stgrrelsesordenen vy
som givet ved (6.59) eller (6.60). Om og hvor lenge partiklen befinder sig
over eller under midtplanen er bestemt ved en stokastisk funktion. For at
bevage sig fra en position over midtplanen til en position under denne plan
skal den karakteristisk diffundere et stykke L = q R, langs feltlinierne.
Karakteristisk vil denne diffusion tage tidei:

5 (6.77)
hvor den parallelle diffusionskoefficient, D, ved brug af (A.5.7) kan skrives

vt2h
D” ~ ;— . (6.78)

te
Det karakteristiske skridt i r -retningen, der opn3s i lgbet af Uar, €T

Aryar = V4 - tyar - (679)

Kombination af (6.59), (6.77), (6.78) og (6.79) giver fglgende udtryk for den
neoklassiske diffusionskoefficient i Pfirsch-Schliiter-omridet

DS = (Ara)’ ti

= ¢rlv,. (6.80)

I dette Pfirsch-Schliiter-omréde finder vi alts3, at den neoklassiske diffusions-
koefficient er ca. q2 = 10 gange stgrre end den klassiske diffusionskoeffici-
ent. Grunden er den simple, at den karakteristiske lengde af de tilfeeldige
skridt i r-retningen er meget stgrre end gyroradierne fordi den er bestemt af
partiklernes driftbevegelse. Den neoklassiske diffusionskoefficient DP-S- i
dette omride er ogsd indtegnet pé Fig. 6.10.

Plateauomrddet

I dette stpdfrekvensomréde er tiden mellem to stgd af samme stgrrelsesorden,
som den tid det vil tage en termisk partikel at bevaege sig q gange rundt i
toroidal retning. Starter vi i den lavfrekvente ende af dette omrdde og beve-
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ger os opad, vil vi se, at termiske partikler, der bevager sig nasten parallelt
med magnetfeltlinierne, har stgrre chance for at nd en hel gang rundt uden at
stgde end partikler, der bevaeger sig i en stor vinkel med magnetfeltlinierne.
Det er altsd de bundne partikler i bananbaner, der har stgrst sandsynlighed
for at blive stgdt ud af deres baner. Nir stgdfrekvensen stiger, gennemfgrer
bananbanepartiklerne en mindre og mindre del af en bananbane mellem to
stgd. Det karakteristiske skridt i r-retningen mellem to stgd bliver derfor
mindre og mindre. Vi vil derfor forvente, at den neoklassiske diffusionskoef-
ficient DP o« (Ar)?- v,; holder sig ret konstant i dette omrdde og lig med
verdien i omridets endepunkter. DP = konstant i plateauomridet er ogsd
indtegnet pd Fig. 6.10.

Som det fremgir, ligger den neoklassiske diffusionsfoefficient karakteri-
stisk en faktor 10 til 100 over den klassiske. Denne forggelse af diffusionsko-
efficienten er den pris, der md betales for at opnd et plasma, der er holdt
stabilt indesluttet i en ligevagtssituation i en tokamakkonfiguration. I slut-
ningen af undereafsnit 6.2.3 sd vi, at klassisk diffusion ikke ville vaere en
alvorlig hindring for at opfylde Lawson-kriteriet; vi fandt i (6.52), at der var
en margin pd mere end tre stgrrelsesordner. Med den forggede neoklassiske
diffusion pd ca. 2 stgrrelsesordener over den Kklassiske har vi stadigvek en
margin pé ca. én stgrrelsesorden.

Ifglge (2.39) er kollisionsfrekvensen proportional med (xT)3/2. Heraf frem-
glr, at jo hgjere temperatur et plasma har, des lavere er dets kollisionsfre-
kvens. Ser vi pi et fusionsplasma med n = 102%m-3 og kT = 10 keV, finder
vi, at den fri middelvejlengde for elektron-ionstgd (se diskussionen i forbin-
delse med udledningen af formel (2.39)) er af stgrrelsesordenen 3-10¢ m.
Heraf kan sluttes, at en tokamak med et fusionsplasma vil arbejde i bananba-
neomridet og altsd vare udsat for den hurtige DB-diffusion. Eksperimentelle
resultater fra eksisterende tokamakker indicerer overensstemmelse med den
neoklassiske diffusion, som er diskuteret her.

6.4. Turbulent diffusion, Bohm-diffusion

Den klassiske og neoklassiske diffusion af plasma vinkelret pd magnetfeltlini-
er, som er behandlet i afsnit 6.3 er uundgielig i og med, at den er fordrsaget af
de uundgielige kollisioner mellem de ladede partikler. Den neoklassiske dif-
fusion vil miske kunne reduceres noget ved passende valg af magnetfeltkonfi-
gurationer. I de fleste af de eksperimenter, der er udfgrt indtil nu, har det vist
sig meget svart og oftest umuligt at komme ned p3 diffusionshastigheder, der
svarer til klassisk eller neoklassisk diffusion. Andre og sterkere diffusions-
mekanismer er ofte virksomme. Man forestiller sig, at disse diffusionsmeka-
nismer drives af turbulente fluktuationer i plasmaet. Fluktuationerne opstir
ved, at en eller flere svingningstilstande i plasmaet bliver ustabile og
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vokser op til et hgjt niveau. Fluktuationerne indeholder hurtigt varierende
E-felter med komponenter vinkelret pd B-feltet, Disse E-felter bevirker, at
partiklerne udsettes for hurtigt varierende E X B-drifthastigheder i tilfeldige
retninger. Det er disse tilfeeldige drifthastigheder, der forirsager diffusionen.
Turbulent diffusion kan derfor kun undgis, hvis man kan designe et plasma-
eksperiment, hvori der ikke optreder ustabile svingninger.

Det fgrste forsgg pé at beskrive turbulent diffusion ved en diffusionskoeffi-
cient blev gjort af D. Bohm og medarbejdere i 40’erne. De opstillede en
fenomenologisk model for et turbulent plasmé, og ved hjzlp af denne model
kunne de udlede en diffusionskoefficient. Vi skal her kort resumere dette
arbejde. Vi tenker os, at plasmaet er delt op i magnetiske feltliniergr alle med
radius som partiklernes gyroradius, r.. Rgrernes potentialer tznkes at oscille-
re med en amplitude

Posc ™ ECZ . (6.81)

@oc €r den stgrst mulige svingningsamplitude, hvis ¢, skal vare fordrsaget
af bevagelse af termiske partikler. Til det oscillerende potentiale ¢, svarer
et karakteristisk E |, -felt

kT
E.L kar — re€ - (682)
Den karakteristiske E X B drifthastighed bliver da
kT
U kar = e e B . (683)

Lad os desuden antage, at den karakteristiske frekvens for @ndringeri ¢ er
gyrofrekvensen o, = eB/m. Formel A.5.7 fgrer da til fglgende udtryk for

diffusionskoefficienten

kT

D~ 5 . . (6'84)

Bohm foreslog at dividere dette resultat med 16, som s fgrer til

1 kT
DBobm ~ _ - ' .85
16 ¢ B (6.85)

Selvom det kan vere sveart at argumentere for, at Bohm’s diffusionskoeffi-
cient skulle gelde for alle plasmaer, fandt man i eks’pefimenter op til slutnin-
gen af 60’erne en sldende overensstemmelse med Bohm-diffusionen, og man-
ge troede, at Bohm-diffusionen var en indbygget naturlov, der gjaldt for alle
plasmaer. ' : ' I ’
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Bohm’s diffusionskoefficient afviger fra den klassiske diffusionskoefficient
ved, at den er proportional med temperaturen og kun gir som B-l. For et
fusionsplasma med den meget hgje temperatur er denne «T-athengighed
meget uheldig. Beregner vi DBohm for vort fusionsplasma med kT = 10 keV
og B = 1 T, finder vi DBobm = 6:103m2s-1. Dette resultat er ca. 8 stgrrelsesor-
dener stgrre end den klassiske diffusionskoefficient D, som beregnet i formel
(6.49). Det er heraf klart, at hvis Bohm-diffusionen er en naturlov, s vil det
aldrig kunne lykkes at bygge en fusionsreaktor, der opfylder Lawson-kriteri-
et. I slutningen af 60’erne begyndte der at fremkomme rapporter fra eksperi-
menter, der viste mindre diffusion end svarende til Bohm-diffusionen. Det
var en meget stor lettelse for fusionsforskningen at kunne konstatere, at
Bohm-diffusionen ikke var en naturlov. Igennem de sidste tyve ir er det
lykkedes at bygge eksperimenter, hvis diffusion ligger ganske nar den klassi-
ske eller neoklassiske. Men, som det fremgér af kapitel 1, er det endnu ikke
lykkes at bygge et fusionseksperiment, hvori Lawson-kriteriet er opfyldt.
Den turbulente diffusion er stadig tilstede, men den kan nu holdes langt
mindre end Bohm-diffusionen. Hvornir eller om det vil lykkes at bringe den
resterende turbulente diffusion ned pd et s& lavt niveau, at Lawson-kriteriet
kan opfyldes, kan kun fremtiden vise. Som det fremgér af Fig. 1.6 har frem-
skridtene varet sd betydelige gennem de sidste 20 r, at hdbet om, at det vil
lykkes, synes velunderbygget.

159



LITTERATURLISTE

Supplerende lsning og henvisninger

Gennem de sidste ca. 20 ir er der udkommet en rzkke lerebgger om plasma-
fysik og fusionsforskning. I det fglgende gives en liste over udvalgte lerebg-
ger, som behandler fusionsrelevante dele af plasmafysikken. P& mange af de

steder 1 disse noter, hvor det af plads- og tidsmessige grunde har veret
ngdvendigt at ngjes med en overfladisk behandling, er der givet henvisninger
i kantede paranteser [ ] til nedenstiende bgger, hvor mere detaljerede behand-
linger kan findes.

(1]

(2]

(7]

(8]

(9]

(10]
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APPENDIKS 1

Fordelingsfunktioner

A.1.1. Definition af fordelingsfunktion

Begrebet hastighedsfordelingsfunktioner bruges i den kinetiske gasteori,
hvorfra det er overtaget af plasmafysikken. Det er et nyttigt matematisk
begreb at arbejde med, nér man studerer mangelegemeproblemer som dem,
man mgder i gasteori og plasmateori. Det er karakteristisk, at man inden for
gas- og plasmafysik arbejder med mange partikler (méske 1020-1025). Det er
uoverkommeligt og ogsd uinteressant at fglge hver enkelt partikels bevaegelse.
Man er kun interesseret i visse middelverdier som f.eks. teethed, temperatur,
tryk og middelhastighed (vindhastighed). Sidanne stgrrelser kan beregnes
ved hjzlp af fordelingsfunktionerne.

Fordelingsfunktionen, f, er en funktion af hastighedsvektorens tre kompo-
nenter vy, vy og V,. I det generelle tilfzlde, hvor gassen enten er inhomogen
eller &ndrer sig med tiden, athenger f ogsé af rumkoordinaterne, (x,y,z), og af
tiden, t. Her betragter vi kun den homogene og tidsuathengige situation.
Hver partikelart i gassen tilskrives en fordelingsfunktion, f, som er defineret
ved, at stgrrelsen f(v,, vy, v,)dv,dv,dv, er lig med antallet partikler pr. rumen-
hed, som har hastighedskomponenter i x-retningen liggende i intervallet dv,
omkring v,, og som tilsvarende har hastighedskomponenter i y-retningen
liggende i intervallet dv, omkring vy, og som endelig har hastighedskompo-
nenter i z-retningen liggende i intervallet dv, omkring v,. Se tegningen pd
Fig. A.L.l. Hvis vi definerer dv,dv,dv, = d3v og v = (VosVysVy), Kkortes
fordelingsfunktionens definition ned til, at f(v)d3v er antallet af partikler pr.
rumenhed, hvis hastighedsvektorer ligger i rumelementet d3v omkring v.

Det fremgér direkte ud fra den givne definition, at integralet af fordelings-
funktionen over de tre hastighedskomponenter fra —o til + « er lig med
partikeltzetheden, altsd at
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Fig. A.1.1. Grafisk fremstilling af hastighedsintervaller.
. o
/ / / f(vz, vy, v;)dvzdvydu, =n, (A.1.1)
dette udtryk skrives ofte pa formen
/ fWdv =n, (A.1.2)

hvor det s er underforstiet, at der skal udfgres tre v-integrationer, alle fra
—ootil + o0,

Beregnes udtrykket
+o0 +o00 .
/ / vz, vy, v;)dvydv, = f(vz) (A.1.3)

er det klart, at f(v,) er den éndimensionale fordelingsfunktion defineret ved,
at f(v,)dv, er antallet af partikler pr. rumenhed, hvis hastighedskomponent i
x -retningen ligger i intervallet dv, omkring v,.
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A.1.2. Termisk ligevagt. Maxwellfordelingen

Hyvis en gas med en tilfeldig fordelingsfunktion overlades til sig selv, vil stgd
mellem de enkelte partikler bevirke, at fordelingsfunktionen asymptotisk
nzrmer sig til en standardfordeling, den sikaldte Maxwellfordeling, som er

m \3/2 m(v2 + v2 + v?)
F(weg,02) = n (5 exp{———gﬁ—~ (ALY

m er partiklernes masse, k er Boltzmann’s konstant = 1,38:10-23 J/K, og T er
temperaturen. Det er kun, ndr gassens fordelingsfunktion har antaget Max-
wellformen (A.1.4), at det er korrekt at tilskrive den en temperatur.

For argumentation for, at stgd i en gas altid vil resultere i en Maxwellforde-
ling, henvises til lerebgger i kinetisk gasteori. ,

I de fglgende udledninger har vi brug for nogle kendte bestemte integraler,
som gives her

T 1
—Az m
Jo=/e“dx = 2\3
o
o0
1
J1=/Ie_’\$2d:c = 5
o
7 1
Jz—/zze_’\’ada: = 3 /\—7;
(4
o0
1
J3=v/x3e_)‘x2d:c = E
o

Ved hj=lp af udtrykket for J, ses det direkte, at Maxwellfordelingen (A.1.4)
har den krevede egenskab, at
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oQ
///f(v,,vy,vz)dv,dvydv,,:n.

Integreres (A.1.4) over to hastigheder f.eks. v, og v, fis den éndimensiona-
le Maxwellfordeling svarende til (A.1.3)

/2 2
son) = () e { -2} (A15)

Maxwellfordelingen (A.1.4) er, som det ogs& mi forventes, isotrop dvs.
retningsuafhengig. Det ses af, at den kun afhenger af den numeriske hastig-
hed eller farten v = (vi + vi, + v;zz)”. Hvis man vil udtrykke Maxwellforde-
lingen som funktion af v alene, betaler det sig at arbejde i et sferisk koordi-
natsystem, hvor rumelementet er 4 v2dv. Man finder

2 2
f(v) =4mn (Q:CT)a v? exp {—%} . (A.1.6)

f(v) er altsd defineret ved, at f(v)dv angiver antallet af partikler pr. rumenhed,
hvis fart ligger i elementet dv omkring v. f(v)’s forlgb er skitseret pd Fig.
A.l.2.

A flv)

Vih
N l
1 3;
Vaas

Fig. A.1.2. Fordelingsfunktionen (A.1.6) med de karakteristiske hastigheder marke-
ret.

Ud fra (A.1.6) kan man beregne forskellige karakteristiske stgrrelser. Vi ser
farst pd den translatoriske energiteethed i en gas. En partikel med farten v har
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den kinetiske energi mv2?/2. Antallet af partikler pr. rumenhed i gassen med
denne energi er f(v)dv, dvs. disse partikler har tilsammen energien
5 mv2f(v)dv. Indszttes heri f(v) fra (A.1.6) og integreres over alle v-vardier,

f8s den translatoriske energitethed
3
E, = §nnT. (A.1.7)

For en monoatomig gas og dermed for et plasma er translatorisk energi den
eneste form for kinetisk energi (ingen rotationsenergi). (A.1.7) giver s3 direk-
te, at varmefylden pr. rumenhed for gassen ved konstant rumfang er%— nK.
Endelig fir vi ogsé fra (A.1.7), at middelenergien pr. partikel er

(By) = 5 wT. (A.L8)

Den mest sandsynlige fart svarer til den v-veerdi, hvor kurven pd Fig. A.1.2
har maximum. Denne verdi er

2T
v = 1 225 (A.1.9)
m

vy, Stir for v termisk. vy, reprasenterer en karakteristisk fart i partiklernes
termiske bevegelse.

Ved hjelp af tilsvarende argumenter, som blev brugt ved beregningen af E,,
f8s for middelverdien af farten

/vf(v)dv
(v) =2 = . (A.1.10)

Ved hjelp af den éndimensionale fordelingsfunktion (A.1.5) kan trykket i
gassen beregnes. Trykket er defineret som kraften pr. vegarealenhed, hvilket
igen ifglge Newton’s anden lov er lig den impuls, som arealenheden pr.
tidsenhed modtager fra partiklerne. x-aksen legges, s& den skarer vinkelret
gennem den veg, hvorpd trykket gnskes beregnet. Se Fig. A.1.3. Hvis der er
termisk ligevegt mellem veg og gas - og det antages der at vare - s& vil
_ vaggen, hver gang den rammes af en partikel med hastighed v,, reflektere en
partikel med hastigheden -v,. Ved en sddan reflektion @ndres bevagelses-
mangden med 2 mv,. Arealenheden fir altsd en impulspdvirkning 2 mv,. I
Igbet af en tid At vil alle de partikler med hastighed v,, som befinder sig i en
kasse med arealenheden som endeflade og lengden v,At, ramme arealenhe-
den. Dette antal er Atv,f(v,) dv,, og det giver arealenheden impulspdvirknin-
gen 2 mv,Atv, f(v,)dv,.
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For at f3 den samlede impulspdvirkning integreres over alle positive hastig-
heder. Partikler med negative v, bevager sig vak fra veggen og rammer den
derfor ikke. Den samlede impulspdvirkning er

(s o]

/2mv,Atvxf(v,)dv, ,

o

som, ndr f{v,) fra (A.1.5) er indsat, beregnes til At nkT. Da trykket er impul-
sen pr. tidsenhed, f3s

p=nkT. (A.1.11)

Bemerk, at trykket er 2/3 af den translatoriske energitethed, (A.1.7).
Endelig mindes der om, at lydhastigheden i en monoatomigt gas er

5T
vs = \/ 3m (A.1.12)

Denne hastighed er ogs8 indtegnet pd Fig. A.1.2.

Veg
Arealenhedx\

Fig. A.1.3. Trykberegningen
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APPENDIKS 2

Kollisionsprocesser

Mange fysiske processer er betinget af en form for kollision mellem de partik-
ler, der skal reagere med hinanden. Der kan vzre tale om egentligt atomare
processer, hvor der sker en fysisk omdannelse af de reagerende partikler som
f.eks. ved fusionsprocesser; men der kan ogsd vare tale om almindelige stgd,
hvor to partikler blot vekselvirker pd en sidan mide, at deres hastigheder
@ndres. Inden for den del af fysikken, der behandler sddanne kollisionspro-
cesser, arbejder man med begrebet reaktionstversnit.

A.2.1. Tvarsnit for kollisionsprocesser

For at forklare begrebet reaktionstversnit, betragtes fglgende situation: man
pnsker at f3 en proces til at forlgbe mellem to partikler A og B. Lad partikel A
ligge stille, medens B accelereres til en passende hgj hastighed og rettes mod
A, se Fig. A.2.1. Vi ser pd forholdene i det plan a, der ligger vinkelret pd B’s
uperturberede bane, og som indeholder A. Ved B’s uperturberede bane forstés

Bs upertur-
berede bane

Fig. A.2.1. Toersnit for proces mellem A og B. p aktuel stgdparameter. p, grense-
verdi for stédparameter. o = npf, toeersnit for processen.
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forlengelsen af B’s bane, fgr den begynder en eventuel vekselvirkning med A.
Afstanden mellem den uperturberede banes spor i a og A kaldes stgdparame-
teren og benzvnes p. Hvis p er tilstrekkelig lille og mindre end en grense-
verdi p,, kommer A og B hinanden tilstrekkeligt nar til, at processen vil
forlgbe. -rrpzo er altsd det areal, inden for hvilket B’s uperturberede bane skal
skere planen a for at processen vil ske. vpf, kaldes processens tversnit og
benzvnes o. o afhenger normalt af B’s hastighed og dermed af B’s eneregi.

Atomare reaktionstversnit males ofte i enheden barn, hvor 1 barn = 10-24
cm? = 1028 m2,

A.2.2. Reaktionshastigheder

Vi betragter nu en situation, hvor vi har en gas af hvilende partikler af typen
A med tztheden ny. Gennem denne gas strgmmer en anden gas af B-partikler
med hastigheden v og tetheden ng. Tvarsnittet o{v) for en proces mellem A-
og B-partikler tenkes kendt, og vi skal nu beregne reaktionshastigheden,
R(v), for denne proces.

Lad os antage, at B-partiklerne bevager sig i x-retningen. Vi ser pé en
arealenhed af et tyndt lag af A-partikler. Laget ligger vinkelret p§ x-retnin-
gen og har tykkelsen Ax, se Fig. A.2.2. Dette tynde lag indeholder npAx
A-partikler. Tilsammen representerer disse partikler s et samlet tvearsnit
a(v)npAx.

~Lagmed
A - partikler
B - partikel Olo
.T> o o) O
¢
O
9,
Ax

Fig. A.2.2. B-partikels passage gennem en arealenhed af et lag med A-partikler.

En B-partikel, der passerer ind i laget, vil have en sandsynlighed for i laget at
reagere med en A-partikel, som er lig forholdet mellem dette samlede tvears-
nit og arealet af arealenheden, alts8 lig o(v)naAx. Det tager B-partiklen en tid
At = Ax/v at passere gennem laget; det betyder, at den i lgbet af tiden At har
sandsynligheden o(v)navAt for at reagere. Da der er ng B-partikler pr. ru-
menhed, og de alle har denne sandsynlighed for at reagere med en A-partikel
i 1gbet af tiden At, sker der ialt o{v)npngvAt reaktioner pr. rumenhed i tiden
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At. Reaktionshastigheden, der angiver antallet af reaktioner pr. rumenhed pr.
sekund, er altsd

R(v) = vo(v)nanp . (A.2.1)

A.2.3. Fri middelvejlengde

Ved begrebet fri middelvejlengde forstds den vejlengde, som en partikel i en
gas i middel kan bevage sig, for den reagerer med en anden partikel. For at
beregne den fri middelvejlengde tenker vi os, at et ensemble p& N, partikler
med hastigheden v starter ved x = o og bevager sig ind i en gas i X-retnin-
gen.

A N(x)
Ny

x" xrdx M1 Ing
Fig. A.2.3. Partiklers indtrengen i gas.

Se Fig. A.2.3. Gassens tzthed er n, og tvarsnittet for reaktioner mellem
gaspartikler og ensemblepartikler er o(v). Den del af de N, partikler, der ndr
at passere positionen x uden at have reageret med en gaspartikel, kaldes N(x).
Vi har altsd, at N(o) = N, og at N(x) md vare en aftagende funktion af x.
Som allerede vist i A.2.2 er sandsynligheden for, at en partikel reagerer i
intervallet mellem x og x + dx lig med o(v)ndx, dvs. at af de N(x) partikler,
der passerer x, reagerer N(x)o(v)ndx i intervallet mellem x og x + dx. For
@ndringen i N(x) over dette interval har vi da

dN(z) = —N(z)o(v)ndz , (A.2.2)
som direkte integreres til

N(z) = N,e~ "= (A.2.3)

Denne N(x)-funktion er tegnet pd Fig. A.2.3.
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Da der er N(x)o(v)ndx partikler, som bevager sig netop stykket x ind i
gassen, fir vi for middelvejlengden

/a:N(z)a(v)ndz
lg = 2 N, y (A24)
som ved hjelp af (A.2.3) giver
leri = L (A.2.5)
fri = na(v) . 4.

Man skal vere forsigtig med ukritisk at bruge den fri middelvejlzengde som
givet i ligning (A.2.5). Lad os betragte en gas, hvor partiklerne bevager sig i
deres termiske bevaegelse og en gang imellem stgder mod hinanden. En
enkelt partikels bane bestdr af en rezkke rette liniestykker, hvis endepunkter
ligger pd de steder, hvor partiklen har stgdt mod andre partikler. Det er klart,
at lg;, som givet i (A.2.5) reprasenterer middellengden af alle disse liniestyk-
ker.

Lad os nu lezgge en tznkt plan ind i gassen og undersgge, hvor stor
middelvejlengden er for de partikelbaner, der skerer gennem denne plan.
Fra diskussionen ovenfor i forbindelse med Fig. (A.2.3) er det klart, at partik-
lerne efter at have passeret planen i gennemsnit trenger lg; ind i gassen - de
svarer jo helt til de N, partikler startende ved x = o, som vi betragtede
ovenfor. Af symmetrigrunde md de partikler, der passerer planen, i middel
ogsd have bevaget sig l;; siden sidste stpd, for de ndede frem til planen. Alt i
alt har de partikelbaner, der skerer gennem planen, si gennemsnitslengden 2
1fri'

P3 tilsvarende mdde kan man spgrge om gennemsnitslengden af de baner,
som alle gassens partikler er ved at tilbageleegge pd et valgt tidspunkt, t = t,.
Fra dette tidspunkt vil partiklerne i middel tilbagelegge l;, inden de stgder
mod andre partikler. Af symmetrigrunde i tiden omkring t, m partiklerne i
middel ogs& have tilbagelagt l;, siden deres sidste stgd fgr t,. Altsd er mid-
dellezngden af de banestykker, der er ved at blive gennemlgbet ved t = t,
ogsd 2 Ig;.

Der er ikke noget paradoks i de to nzvnte eksempler. I begge tilfzlde
. udvelges fortrinsvis de lange banestykker. I tilfzldet med planen er det klart,
at det fortrinsvis er lange baner, der skarer planen. Tilsvarende er det i
tilfeldet med t = t, fortrinsvis de baner, som det varer lznge at gennemlgbe,
altsd igen de lange, der udvalges. Derfor m& man ogsé forvente at f3 resulta-
ter, der er stgrre end lg;.
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APPENDIKS 3

Udledelse af Boltzmannligningen

Vi betragter fordelingsfunktionen f(s,t) = f(r,'v,t) i det 6-dimensionale fase-
rum s = (r,v). Da f er udtryk for sandsynlighedstetheden i faserummet, kan
vi i et system med mange partikler opfatte den som partikeltetheden. Lad u
= ds/dt veere strgmningshastigheden i1 faserummet af partiklerne, der befin-

der sig i differentialelementet, dbs, omkring s. Kontinuitetsligningen er da
givet ved

8
0—{+Vs-(uf)+1=0, (A.3.1)

hvor Vg stdr for divergensen over alle faserummets 6-dimensioner (u er en
6-dimensional vektor). I, der svarer til et kildeled, er udtryk for, at partikler
momentant kan slds ud af differentialelementet ved stgd mod partikler fra
andre differentialelementer. Ved stgd @ndres rumkoordinaten ikke momen-
tant, men det ggr hastighedskoordinaten og dermed faserumskoordinaten.
Partikler kan ogsé stgdes ind i det pdgzldende differentialelement ved stgd
mellem partikler fra to andre differentialelementer. Dette bidrag er ogsi lagt
ind under termen 1. Da vi antager, at der hverken dannes eller forsvinder
partikler indeholder I ikke egentlige kildeled.

Vi skal undersgge divergensledet nzrmere.

Vs-(uf) = u-V,f+fV,-u

dr dv

(A.3.2)

dr/dt er hastigheden, v, af partiklerne i det betragtede differentialelement. v
er et sat af de vathengige koordinater i faserummet og afhenger derfor ikke
af de gvrige koordinater, r. Vi har da, idet av;/or; = 0

dr

Ve g =V v=0. , (A.3.3)

dv/dt er accelerationen af partiklerne, der skyldes kraftpdvirkningen fra plas-
mafelterne (ydre ptrykte samt kollektivt genererede felter). Vi har

dv. K
5 = = (B +v x B(r). (A.3.4)
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Det ses umiddelbart af (A.3.4), at kraftpdvirkningen i en given retning er
uafhengig af hastigheden i den retning, og dermed at

dv
Vo2 =0 (A.3.5)

Ligning (A.3.1) kan altsd reduceres til

af dr dv
I v/ b
+ f+ 7

TRTRAL Vf=-I. (A.3.6)

~ I er =ndringen i fordelingsfunktionen, der skyldes stgd, hvorfor den ofte
gives den mere illustrative betegnelse (9f/0t)g,q. Idet udtrykkene for dr/dt og
dv/dt indfgres, fir ligning (A.3.1) formen

S v Vs 4 LB +v x B) V.S = (%), - wan

£
Dette er BolZmannligningcn, der eksakt beskriver udviklingen af fordelings-
funktionen, f, i et kendt felt, (E(r),B(r)).

Ligningen kan ogsd udledes i generaliserede koordinater; dette kraver dog
kendskab til Hammiltonformalisme. Antagelsen om mange partikler kan
udelades ved i stedet at arbejde i et 6:N dimensionalt faserum, hvor N er
antallet af partikler i gassen, og her betragte kontinuitetsligningen for et
ensemble af systemer i dette faserum.

173



APPENDIKS 4

Momenter af Vlasovligningen

~ Vlasovligningen er givet ved:

g—{+v.v,f+a-vuf=0, (A4.)
hvor partikelaccelerationen a = K/m. K er den resulterende kraft, der pévir-
ker fluidpartiklerne i et givet fase-element, og m er deres masse. Det skal
bemerkes her, at for de elektriske og magnetiske krefter, vi betragter, er
kraften i en given retning uafhengig af hastigheden i denne retning. Der
gelder alts:

3{1,' _
30, =0 (A.4.2)

Momenter af Vlasovligningen f8s ved at integrere (A.4.1) med forskellige
vaegtninger, Q(v), over v-rummet.

/ (‘;—f +v-Vrf+a-Vuf) QW)d*v =0. (A4.3)

Fgr de enkelte led behandles, mindes der om, at integration og differentia-
tion med hensyn til forskellige uafhengige variable kommuterer (kan ombyt-
tes), hvis integraten er begrenset og integralet absolut konvergent. Det vil
altid veere tilfeldet her, hvor integraten bestér af en fordelingsfunktion gan-
get med en vilkirlig potensfunktion, Q(v).

Behandling af ledet med tidslig differentiation:

I

8
/ 5 {f(x,v,)} Q(v)d3v

4 3
= 5?; {f(r,v,t)Q(v)} d’v

= 2{/sevoeme)

s .
= 5 ((QE)(0} - (A4.4)
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Bemark, at middelverdien af Q(v) over v-rummet naturligvis er en funktion
afrogt.
Behandling af ledet med rumlig differentiation:

I, = / v -V, fQ(v)d®v

= v,a—(‘i-{f}Q(v)d:’v + 2 analoge

/ (% {vz f Q(v)} d®v + 2 analoge

% { v f Q(v)dav} + 2 analoge

I

(';3_;:: {n{v; Q(v))} + 2 analoge

n(vs Q(V))
=v,.| nly QW)
n(v: Q(v))

hvilket bekvemt skrives
Ir =V, - (n(vQ(v))) - (A.4.5)

Middelverdien af vQ(v) er ogsé en funktion afr ogt.
Behandling af ledet med hastighedsdifferentiation:

I, = /a-V,,f Q(v)d3v

/a,aivx{f} Q(v)d®v + 2 analoge

[ (toer Qs 12 = [ 5 far @) 1 o) i

+2 analoge .
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Idet o, fQ(v) = 0 for v — =, og da,/dv, = 0, fis for I,

I, = - az—a—i—— {Q(v)} f d®v + 2 analoge
= —n{a e {QW))
+0, 5, (@)

+w£ﬂﬁﬂﬂ- (A4.6)

Ligning (A.4.3) kan herefter skrives
L+L+1,=0. (AA4.7)

Som eksempel skal resultaterne benyttes med Q(v) = mv. Idet vi definerer
fluidhastigheden,

u(r,t) = %/vfd:;v: (v),

fis af (A.4.4)

I = m%(n u). (A4.8)

(A.4.5) giver

I. = mV,-(n{v v)))
= m(V,-(n{v v;))2
+Vr - (n(v vy))g

+V, - (n(v v,))%) . (A.4.9)
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«

Endelig giver (A.4.6)

I, = —-nm{g,—Vv+ay %—v +a,—vV)
y

v dv,
= —-nm(a;%+ ayJ+a,%)
= -n(K).
Idet K = q(E + v XB), harvi

I, = —ng(E+(v) xB)
= —ng(E+uxB). ’ (A.4.10)
(A4.3) giver altsd med Q(v) = mv
m—g—t(nu)+mvr-(n(v v)) - ng(E+uxB)=0. (A.4.11)

Dette er momentligningen i fluidbeskrivelsen. Laseren kan selv pd samme

vis let udlede kontinuitets- og energiligningen ved benyttelse af (A.4.4) til
(A.4.6).
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APPENDIKS 5

Diffusion ved random walk

Vi skal her kort resumere de fysiske principper for diffusion ved at beregne
diffusionskoefficienten for en simpel éndimensional diffusionsproces. Vi vzl-
ger at betragte en situation, som kan illustreres som vist pd Fig. A.5.1. En
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Fig. A.5.1. Endimensional random walk diffusion.

samling pd A partikler falder gennem en rzkke dzk, hvori der er boret en
rekke huller med den indbyrdes afstand \. En partikel, der falder gennem et
hul, hindres af en stoppind i at falde gennem det hul, der ligger lige under.
Den bevager sig et stykke \ enten til hgjre eller til venstre, for den falder
gchnem naste hul. Der er 50% sandsynlighed for, at den bevzger sig til
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venstre og 50% for, at den beveager sig til hgjre. Vi har altsd en random walk
proces med skridtlengden \. Fordelingen af partikler, der passerer de forskel-
lige huller i de fem gverste d=k, fremgir af figuren. Efter passage af mange
dzk, N, kan fordelingen betragtes som kontinuert, og den fir formen, som er
vist nederst pé figuren. Fordelingen beskrives ved funktionen

n(z,N) = %exp {—%2} , (A.5.1)

som ogs3 er skitseret pd Fig. A.5.1.

Vi har altsd her en situation, hvor partikler, der starter ved x = o, ved en
random walk diffusionsproces udbreder sig langs x-aksen og dzkker en stgrre
og stgrre del af rummet. Bredden af fordelingen vokser proportionalt med
N*%,

For at beregne diffusionskoefficienten ser vi pd detaljerne omkring nogle &
huller som vist pd Fig. A.5.2. Vi betragter et omride omkring et punkt x =
X,, hvor tetheden er faldende som antydet gverst pd figuren under a). Under

hullet A, der ligger ved x = x, — N/2, er tetheden i fgrste tilnermelse givet
ved

nN

n (a:o -~ -;-) = n(ze)— 2 d"i:") . _ (A.5.2)

a)
n (x)

> X

Fig. A.5.2. Transport i gas med tethedsgradient der udsettes for random walk
diffusion.
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Halvdelen af disse partikler bevager sig mod hgjre og falder senere gennem
hullet B’, medens den anden halvdel beveger sig mod venstre. Tilsvarende
finder vi for tetheden under hullet B, der ligger ved x = x, + M2,

n (:vo + %) = n(z,) + % d"‘g” . (A.5.3)

Af disse partikler beveger halvdelen sig mod venstre og vil senere falde
gennem hullet A’, medens den anden halvdel bevager sig mod hgjre.

Lad T vere den tid, der gir fra en partikel passerer et hul, til den passerer
det neste i det underliggende dek. Stgdfrekvensen for partiklernes afbgjnin-
ger bliver da v = T-l, og partiklerne bevager sig i + x-retningen med farten
v = Av = \TL

Nettopartikelstrgmmen, der pr. tidsenhed passerer en arealenhed af en veg
lagt vinkelret pd x-retningen ved x = x, (den lodrette punkterede linie pd
Fig. A.5.2,b), er

1 A1 A\ A
Ja:o - —2_n (xo - 5) ',i: - §Tl (wo + 5) f ’ (A'54)

som ved hjelp af (A.5.2) og (A.5.3) bliver

A2y dn(z,)
Je = -5 e (A.5.5)

Ved brug af definitionsligningen for diffusionskoefficienten (6.1), der for vort
éndimensionale problem bliver

dn
JI = NUdif = -D % , (A56)
fis
A2 v? Av
D S = —— = —, .
7V oy > (A.5.7)

Det fremgér af (A.5.7), at diffusionskoefficienten for det her behandlede
éndimmensionale random walk diffusionsproblem er proportional med kva-
dratet pd skridtlengden \, og med stgdfrekvensen v.

Behandlingen af et mere realistisk random walk diffusionsproblem er me-
get mere omfattende end den behandling, der er gennemgdet ovenfor. For
sddanne behandlinger henvises til lerebgger om diffusionsproblemer f.eks.
[15]. I s3danne behandlinger skal der bl.a. tages hensyn til

- problemet er tredimmensionalt, idet de difunderende partiklers bevagelser
normalt har komponenter i alle tre retninger,
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- de diffunderende partikler har ikke alle samme hastighed, men dekker et
helt hastighedsspektrum, der ofte er det termiske spektrum,

- de enkelte skridt, en partikel tilbageleegger mellem to stgd er ikke lige
store, men dzkker et helt spektrum. Se ogs& diskusionen af fri middelve;j-
lzngder i Appendiks 2, _

- stgd mellem de diffunderende partikler og de partikler i baggrundsmateria-
let, hvori diffusionen foregdr, kan vere retningsafthengige.

Ved behandlinger af random walk diffusionsprocesser, hvor man tager
forhold som de ovenfor nzvnte i betragtning, finder man imidlertid ogs4, at
diffusionskoefficienten er givet ved en talkonstant af stgrrelsesordenen én
ganget med kvadratet pd en middelskridtlengde samt med en stgdfrekvens. I
den fznomologiske handlingen af plasmadiffusion vinkelret pd feltlinierne i
magnetfelter i denne bog benyttes en diffusionskoefficient af formen

D= (Ar)? v, (A.5.8)

hvor Ar er lengden af et karakteristisk skridt og v den frekvens, hvormed
disse skridt tages. Talkonstanten af stgrrelsesordenen én kan enten opfattes
som indkorporeret i (Ar)? eller i v eller den kan betragtes som negligeret; det
sidste kan begrundes med, at vi kun er interesseret i en fznomenologisk
behandling af problemet.
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APPENDIKS 6

Formler og fundamentale fysiske konstanter

A.6.1. Nyttige formler fra vektoranalysen

I nedenstiende formler er f og g skalarfunktioner, A og B er vektorfunktio-
ner, og T er en tensorfunktion. X, y og z er enhedsvektorer i de tre koordi-
natretninger.

A.6.1.1. Vektorrelationer

A-B

A.B, + AyB, + A,B,

AxB = -BxA

(AyB: — A;B))% + (A: B; — A;B,)§ + (A:By — AyB,)i

A-BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)

Ax(BxC)=(A-C)B-(A-B)C

V- (fA)=fV-A+Vf-A

VX (fA)=VfxA+fVxA
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V. (AxB)=B-(VxA)—-A-(VxB)

Vx(AxB)=A(V-B)+(B-V)A-B(V-A)-(A-V)B

V(A-B)=(B-V)A+(A-V)B+Bx (VxA)+Ax(VxB)

52 2
V-(Vf)zvzfzéz—{+37£+%z—£

Vx(Vf)=0

V-(VXA):O

Vx(VxA)=V(V-A)-V3A
A.6.1.2. Differentialoperatorer i specielle koordinatsystemer

a) Rektangulere koordinater

» N>

Y
<>

A
X

Fig. A.6.1. Rektangulert koordinatsystem. X, § og z er enhedsvektorer. Tegningen
viser B’s komponenter.
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VB = et T e
X ¥y z
VxB = % 5% 825
B, By B,
= a_Bz____aﬁ/. X + aB"‘_aBz v + aﬁ_aB” 7
T\ Oy 5z ) * 0z oz )Y oz dy
*f  9*f  *f
2 —_ -_— —— —
V= Oz? + Oy? + 022
V.- I=
T;r T:ry T:.
8 a9 0
{a ) 55’ 5} Ty Ty Ty.
th sz Tzz
7] d 0
= 7 lor+ —Tye + =Tz | X
(gaeet gyte + 357 )%

7] 3] o .
+ (E;Txy + EETW _+ '3';sz> Yy

0 a 0 .
+ (b;Tzz + a—yTyz + ETZZ) zZ
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b) Cylinder koordinater

ya
A
2
Z e
s
8
(
X

Fig. A.6.2. Cylinderkoordinatsystem med enhedsovektorerne t, 0 s z.

Relationen mellem et punkt P’s koordinater i det rektangulere (X, y, z)-sy-
stem og i cylindersystemet er

z = rcosf
y = rsinf
2 = z.
16Ff .
Vf = Q—'ti-—i-—gf-.o-*-g]:i.

or r 6 0z

19 108, . 0B,
v-B = ;E;(rBr)+r a0 + 9z
_ (18B. 0B\.

VxB = (r 9 az)‘

0B, 0B\ ;
+ (az—ar)g

10 190B,\ .
+ (Faemo- 1)
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10 (of\, 18*  9*f
sz—-— (1’5:)4'—‘ +

ror r2 002 " 922

10 10 ) 1, \.
= ("_ (TTrr) + =Ty + 7T — _TW) r
ror r

80 0z
10 10 0 1 -
+ (;E (rTre) + ;EETM +5, T + ;TOr) g
10 10 léj .
+ (;E (rTrz) + ;%Th + ETzz) Z.

c) Sfeeriske koordinater 5
A

-

5>

o>

Y
<>

X
Fig. A.6.3. Sferisk koordinatsystem med enhedsvektorerne 1, 0, .

Relationen mellem et punkt P’s koordinater i det rektangulere (X, y, z)-sy-
stem og i det sfzriske system er

z = rsinfcos¢
y = rsinfsing
z = rcosé.
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vp = g 108 1 0f;

or' ' o6 + rsinG%(ﬁ'

_ 1o, 1_os,
V-B = 55 (B oao sind 99
1 T8, B,
VxB = p [80(s1n03¢) ¢]
17 1 8B, A
; [7% ~ar (’B“] 6

170 0B, ] .
+lmen -]

L0 (a), 100y
" r20r or r2sinf 960 sin a0 +rzsin203¢2'

1

10
. T = —_
V-2 {23 ( ")+rsm03{)

(T, sin )

1 14] 1 -
+ W%Tﬂr - ;(Toa + T¢¢)} r

1
* {r23 (r*Tr0) + rsin GBG(TMSIHG)

1 0 1 -
+ roind %T(w + ; (Te,- — cot 0T¢¢)} 0
19 ,, 1
+ {,-_2'5; ("To) + 5g rsinf 09 (TM sinf)

1 0 1 -
+ ;—STI-I—O—%T(M‘ + ; (T¢,- — cot 9T¢9)} ¢
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A.6.2. Fundamentale fysiske konstanter

Lysets hastighed i vakuum c = 2,998 x 108 m/s
Vakuums dielektricitetskonstant g, = 8,854 X 1012 F/m
[= 5= X 109 F/m]
Vakuums permeabilitet Re = 1,257 x 106 H/m
[= 4107 H/m]
Planck’s konstant h = 6,626 x 1034 ]s
Boltzmann’s konstant k = 1,381 x 10-23J/K
Avogadros tal N, = 6,022 x 1023 mol'!
Bohr radius a, = 5,292 x 101! m
Gaskonstanten R = 8,314 J/K-mol
Elektronmassen m, = 9,109 x 103! kg
Protonmassen m, = 1,673 x 1027 kg

Neutronmassen m, = 1,675 x 1027 kg
Masseforhold my/m, = 1836
Elementarladningen e = 1,602-1019C
Elektronladningen -e = -1,602-10'19C
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