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����	�� �	 ��� �	��
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	���� ����	 �� ��� 
������ 
	� �
� 	� ���� ������

��� .*���������# ������
���� ���� ��������	�� �� ��� ���� ����� ��
� ����� 
�� �	 ���

������ �� ��� �����	� �����
���	 D
	� ����	E ��	�����	� ���� ���� ��	��
	� ��� 
	
�	+	��� ���� ��� ��	���%����	 �� ������� 
� 
 ����� ��� ��� �	 ��� ���
�� �	��� �
�
4

Cqs
l = Catt

l [αqs, βqs]. D/�,E

��� K��
������
��= �����	
���	 ����� ������ �� ��� �
�� ��
� ��
	��� �	 ��� !�� ��	���
���	� �
���� %� ��� ����	�����	� �� ��� 
������ 
�� 
����	��� ���� ��� �	��
	��� ���
��
������
�� 
	��� �� 
��
� αqs �	������ ��� ���� ��� �� ��� ���
�� 
	��� �� 
��
� 
αst� ��� ��
�� �������� ẏ� 
	� ��� ����� �
��� α̇" ��� ��
������
�� 
	��� �� 
��
� �� ��
��
�
��� 
� ��� ��������
���� ����� ���	�� 
����	� ��� 
������ ��
���� 
'�� �� %� ���
���

� εea D�, �� $�� G, �� ��� 
	� bhc �� ��� �
�������� ��	���E4

αqs = α3/4 = αst − 1

U0
ẏ +

(0.5− εea)bhc
U0

α̇. D/��E

��� ��
������
�� �����
��	� ��� ��� !
� ��!�����	 �	������ 
 ��!�����	��
�� ���� �����
��	���%����	 �� ������� ��� 5
�	

=� ;�< ��� �	 ���	�
������ ������4

βqs = β − 1

U0

Hy

∂Cl/∂β
β̇, D/�/E

����� Hy ��������	�� �� ��� !
� ��!�����	 ��
�� �	����
� ����	 �	 5
�	

 ;�<� Hy�
����� �
� ���	���	 �� ������ �� �%�
�	�� �	 ��� ���� %� ��������	� ��� ���	���	����
�	��� H∗

y ���� �
�� ��� ����� ��	���4 Hy = H∗
y bhc� ��� 
���	��' #�/�,���
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���� ������
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	 �'��	�	��
� �	����
� �����	�� ��	����	 Φ4

Φ = 1−
N���∑
i=1

Ai exp
biτ , τ =

U0t

bhc
; D/�0E
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weff = wqs

⎛
⎝1−

N���∑
i=1

Ai

⎞
⎠ +

N���∑
i=1

zi, D/�1E

����� wqs �� ��� ��
������
�� �����
��	� ���	�
�� 
� ��� ����� ��
���� ����� ���	��
��� ���� zi 
�� ��
�� �
��
%��� 
����	��	� ��� ��� �
 � ���� ����� �������	� ���
���� ��
	���" ���� 
�� ������%�� %� +��� ����� ������	��
� ���
���	�4

żi = − 1

bhc
U0bi zi +

1

bhc
U0biAi wqs, D/�3E
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	� �
����� �� ��
��
��� �	 
 ��� ������	� �	����
���	

�4

zi,t+Δt = zi,t exp

(
−U0bi

bhc
Δt

)
+Aiwqs

(
1− exp

(
−U0bi

bhc
Δt

))
. D/�>E
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6�7��

{
αqs = αst − 1

U0
ẏ + (0.5+εea)bhc

U0
α̇

βqs = β − 1
U0

Hy

∂Cl/∂β
β̇

; D/�BE


	� ��� ��������	��	� �������� �
��
%���4

���

{
α�� = αqsΦ(0) +

∑N��� zαi
β�� = βqsΦ(0) +

∑N��� zβi
, D/�IE
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����� Φ(0) ����� ��� �	����
� �����	�� �
��� 
� ��� �	���
� �	��
	�4

Φ(0) = 1−
N���∑
i=1

Ai. D/�,@E

��� �
 � ���� �
��
%��� zi 
�� ������� 
����	� ��������� ��	��
	� ��� �	���
��
���	 
�

zi

⎧⎨
⎩

zαi,t+Δt = zαi,t exp
(
−U0bi

bhc
Δt

)
+Aiαqs

(
1− exp

(
−U0bi

bhc
Δt

))
zβi,t+Δt = zβi,t exp

(
−U0bi

bhc
Δt

)
+Aiβqs

(
1− exp

(
−U0bi

bhc
Δt

)) . D/�,,E
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l ��
� ��������	�� �� ��� �������� 
	��� �� 
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� 
	� !
� ��!�����	4

C����	
��	
l = Catt

l [α��;β��]. D/�,�E

��� 	�	�������
���� ��	���%����	 
����	�� ��� %��� ������	 �
�� α̇�� 
	� !
� ��!�����	
�
��" ��� ��	���%����	 ��� ������ ����� ���� �
� ���	� 	������%��4

Cnc
l = π

bhc
U0

α̇�� +
F������

π

bhc
U0

β̇; D/�,/E
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���� 
	� ��� ������
���� ��	���%����	4

C
��
l = C����	
��	

l + Cnc
l D/�,0E
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C
��
l,β=0 = C���

l [α��; 0] + π
bhc
U0

α̇��. D/�,1E
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4

Cm = Cqs
m + Cnc,α̇

m + Cnc,β̇
m . D/��BE

��� ���
�� ��� ��� ��� Cqs
m �	 α 
	� β �����	� ��� �
����� ��	���%����	 �� ��� ��	��
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���� ����� ���	� ε = −0.5 ��
���

M1/4 = Mεea − Lbhc (εea + 0.5) , D#�0E
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�	�	� ��� ���� ������ 
�� ����	 �	 ���� ��
��� �����
��	� ��������
���� �������� ���	�
�� w��" ���� ��
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Mw��
εea = 2πρb2hcU0 (0.5 + εea) · w��, D#�1E

Lw�� = 2πρbhcU0 · w��. D#�3E

#� ��%�������	� ��� D#�1E 
	� D#�3E �	 ��� D#�0E� ��� �������� ���	�
�� ���� �
	���
���� 
	� �����	

Mw��

1/4 = 0. D#�>E
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���� �	 ��� ���
�� ����� ��� ����
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'�� εea� 8	 �
��� %� �'�
	��	� ��� 	�	�������
���� ���� �	 α̇ 
	� β̇ ��� ���
D#�0E ������ ��

M α̇
1/4 = −πb3hcρU0(0.5− εea)α̇− πb3hcρU0(εea + 0.5)α̇

M α̇
1/4 = −πb3hcρU0α̇ →

Cα̇
m,1/4 =

M α̇
1/4

2ρU2
0 b

2
hc

= −0.5π
bhc
U0

α̇; D#�BE

M β̇
1/4 = b3hcρ

U0

π
εeaF������β̇ − b3hcρ

U0

π
F������(εea + 0.5)β̇

M β̇
1/4 = −0.5b3hcρ

U0

π
F������β̇ →

C β̇
m,1/4 =

M β̇
1/4

2ρU2
0 b

2
hc

= −0.25π
bhc
U0

F������β̇; D#�IE
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� ������	
��� 
� α̇��Ω =

Ωsin γ�����


��� (���������� ������� �� )�*��

-����� /�1��� � ��
�� &
� %��	 � 
�� ���
 1��

��� �����
� ���� �� ��	 �	 (�)*� %� �������	� ��� �����	

������ 	�%�� /�
�	 ��� 	��� ��
	� %��� � �	 ��� (�)*� ��� �	��� +��" ���
�� ����� �� 
	 ���
���

	�
� ����
�� ;,< ��� ���
��� �	 ��� ��
	�� ��	�
'�

!������� 0�1	���� ���	� ����

��� ���
���	 �� ��� !
�� �	 ��� ����� �� ��+	�� �	 ��� �
� ��� �	��� +��� �	 ���
�����	

�	���
	� ��%���
	� %��� � ��� �
�� !
� ������	 ��� ��
	� �
	� ��

����������	
�� ��



������� �������� %� ��� ��
	���� �������	� �� ��� !
� ������	 ��
���	� 
	� �	��	� ���	���

	� ��� +�� 	
� ��� ��� ��������	��	� ��� ���
�� �	��� +�� D����� �� �����	�� %� ���
�������������E�

��� ���
���	� 
��	� ��� %�
�� 
�� �������� �� ��� K���������= %�
��� ���� 
��	� ��� ������
��	� ��+	�� %� ��� ������ �
�������� ������	
���� ��� �������
 ��� 
	 
�����	
��
�����
���	 ���	� ���
��� 
� rpt �� %� �	������ �	 
 !
� ������	 �� r���� ≤ rpt < r���"
��	�����	���� 
 �����
���	 ���	� �
���	� �	 ��� ���� �� ��� ��	�������� !
� ������	�
���� %� 
����	�� �� ��� �������� !
��

9����
���	� !
� ������	� 
�� �������� %� 
����	�	� ��� �����
���� ������	 �� ��� %�
��
��
	 �� ��� !
� ������	� �	������ �	 ��� �����
� ��
� �
� ��+	�� �
�� �	 ��� ��� �	����

� 
'�� 	�%�� �� II !
� ��� %�
��� �
	 %� ��+	��� 
	� 
 
'�� �� 1@@
�����
���	 ���	�� �
	 
������ ��� �
� !
� ������	� ��� ����� 
�� �
���������

��� ������� ����� 
������ ��� 
������� ������%�� �	 ��� �������� ��
���� �� ���
���� ��� 
�����	
�� ������ �	 ��� 
�����	
�� �����
���	 ���	�� ��
� �
�� �����	 

!
� ������	� ��� �����
���	
� ���	�� �	���� ��� �
� !
� ������	 
�� ����� �� ��� �
�
���
�� �	��� �
�
" �� �� ���� 
������ �� ����� 
 ��	� !
��������	 �	 ������� ������	� ��
��� ���
�� �	��� �
�
 
�� ��
	��� ��	�����
%�� 
��	� ��� !
� ������	 D���� %��
��� ��
���� 	��� ��
	���E�

��� %�
�� ���
���	� ����� 	��!
� �� ��+	��� ��� ���� ���� ��� �
� �����
���	
��%�����	�� 
� ��� ��
	�
�� ��� ����� 8	 ���� �
�� ��� ���
�� �	��� �
�
 
�� ���������
��� ��� ��
	�
�� (�)*� �	� 
	� ��� �	��� +���� ��� ������	� ������� !
�� ��� ����
����	�	�� ��� ��� ��	
�� ��
�� ���� 
�� ������� �	���	
���� 
� ���� 
� ��� ��	�
�
����� �
�
����� ∂Cl/∂α 
	� α0� ����� 
�� ����
��� �������	� ��� 
������� ������%��
�	 ������	 #�/���

!������ 2������� ���	� ����

8	 ��� �
� �����	

�	���
	� ��%���
	� %��� �	 ��� ��� �	��� +��� ��� ���� �
	
������� 
������	
� �	��� ��
	��� 
 ������� ���� �� �������� �	 ��� (�)*� 
	�
�
;,<�

��� 
������	
� �	��� 
���� �� ������H� ��� �������� !������� �*������� ��� ������	 /�,�
%� ��������	� 
 ��� �� ����� �
��� �� �'��	�	��
� ������ �
�
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	� ���
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	��E� 8� ��� ��
	�� 
�� ������� ��� ���
��� �
���� 
�� ����� ����� ������%�
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�� ���� �	 ��� ������� ���� �����	�
���	 
�� D���
��������	��	� ��
	� ��� ��� ��� +�� �� ����	 �	 �
��	������E4

• F������ D�����
�E� 
	� G������ D�����
�E

• H∗
y D���	�E� 
	� F ∗

y,LE D��
���	�E� ����� ��������	� �� ��� �	����
�� Hy 
	�
Fy,LE �	 5
�	

 ;�<� 
�� ���	���	���� %� 	��
��H
���	 %� ��� �
�������� ��	���4
H∗

y = Hy/bhc� F ∗
y,LE = Fy,LE/bhc�

��� ���
��� �
���� ��������	� �� 
 10% ��������	��� ��
���	� ���� !
� ���� ������
�

�� �����
���	 ��
��� 
� ���� �	 ��� C�)�	� ���
����	 ������ ;><� 
	� ������%�� �	

�� ����������	
��
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���	� �� ������ ��!�����	 ��
��
�	����
�� ���� ������	� !
� ��!�����	 ��
����

-����� #	
��
�� ����� ������
��	 ∂Cl/∂α ��� α0

��� ��	�
� �
�
����� ∂Cl/∂α 
	� α0 
�� ����
��� ��� ��� ���
�� �	��� �
�
 ����	�
��� ���� ���&���	� Cst

l 
� ��	����	 �� ��� 
	��� �� 
��
� α� ��� �
� 
������� ��

������ %��� �	 ��� ������������ 
�����
���	 D��� ������	� ���� !
�E� 
	� �	 (�)*�
�	 ��� �	���
��H
���	 ��
�� D��� ������	� ������� !
�E� ��� 
������� �
� ��� �������	�
�����4

,� � +��� ����� �	 ��� 
	��� �� 
��
� �����	�	� H��� ���� α∗
0 �� 
��� ����� %�

�	������
��	� ��� Cst
l ����� ����	 
� �	����

�� �	 ����
���� ��������� �� �
����� ��� �� +	� ��� 
	��� �� 
��
� α+� ����	� ���
����� ���� �� ��� K��	�
������= �����	� ��� ����
���	� 
�� �
����� ��� ��� 
�� ���
���	�� �	 ��� ���
�� ���� ����� ���� �������� ���� Cst

l > 0" ��� �
�� ���	� k �	 ���
����� 
�� ������4

• ��� 
	��� �� 
��
� αk ��������	��	� �� ��� ���	��

• ��� ��
���	� ΔCl/Δα|k �� ��� ��	� ��		����	� ��� H��� ���� ���	� α∗
0 �� ���

αk ���	��

• ��� ���
���� ����� ���k �������	� ��� 
����'�
��	� ��� Cst
l ����� �� 


���
���� ��	� C����
l %�����	 α∗

0 
	� αk� ��� ����� �� ��
��
��� ��� Npt = 50

���	�� ���
��� ��
��� %�����	 α∗
0 
	� αk 
�4

���k =

⎛
⎝Npt∑

j=1

Cst
l,αj

− C����
l,αj

C����
l,αj

⎞
⎠ · 1

Npt
,

����� ��� 
����'�
��� ��	�
� ���� �
��� ��

C����
l,αj

=
ΔCl

Δα

∣∣∣∣
k

(αj − α∗
0) .

�� ��� �	� �� ��� ����
���	�� ��� 
	��� α+ �� ����	 %� ��� ������� �
��� %�����	
��� αk∗ ���	� ��
� �����	� ��� 
'�� ΔCl/Δα|k� 
	� 
�� ��� αk∗ ���	�� ���
����� ��� 
����'�
���	 ����� ���k < 0.014

α+ = max
(
α(maxΔCl/Δα), ∀αk∗ : ���k∗ < 0.01

)
.

/� � ����
� ����
���� ��������� �� �
����� ��� �� +	� ��� 
	��� �� 
��
� α−� �����
����� ��� ��+�! ���� �� ��� K��	�
������= �����	� ��� ����
���	� 
�� 	�� �
����� ���
��� ��� ���	�� �	 ��� ���
�� ���� ����� ���� 	��
���� ���� Cst

l < 0�

0� ��� 
	���� �� 
��
� α+ 
	� α− 
�� ���� ����	� ���� ��� %��	�� �� ��� ��	�
� ����
�����	� ��� ��	�
� �
�
����� ∂Cl/∂α 
	� α0 
�� ���	 ����	 %� ��� ����� 
	� ���
�	������� �� ��� ���
���� ��	� ��		����	� ��� α+ 
	� α− ���	��4

∂Cl

∂α
=

Cst
l,α− − Cst

l,α+

α− − α+
,


	�

α0 =
Cst

l,α− · α+ − Cst
l,α+

· α−
Cst

l,α− − Cst
l,α+

.
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 �� ���
��� �	��� +���

5���	 y0 
	� y1� ��������	��	� ������������ �� x0� 
	� x1� ��� �	������
���	 �����	�
��� y��� ��������	��	� �� x���� �����4

x0 ≤ x��� ≤ x1, 
	� y0 ≤ y��� ≤ y1. D#�,@E

�	 �	������
���	 �
���� �� ��+	�� 
�

k��� =
x��� − x0

x1 − x0
, D#�,,E


	� ��� ������ �
��� �� ����	 %� ��� �������� ��

y��� = k���y1 + (1− k���) y0. D#�,�E

��� 
������� ��������	�� �� ��� ��
���� ��	�
� �	������
���	

y��� = y0 +
y1 − y0
x1 − x0

(x��� − x0) , D#�,/E
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